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1. Konstruktion einer DTM

EsseiZ = {a,b} undw € £* ein Wort. Wir bezeichnen mit |w|y die Anzahl der a’s in w. Analog

verwenden wir |w|, fiir die Anzahl der b's in w.
Konstruieren Sie eine deterministische Turing-Maschine M, welche die Sprache
L={weZ*||W<|Wa<2|wp}

entscheidet. Geben Sie dabei eine formale Beschreibung von M als Tupel, sowie eine ausfiihr-

liche Erklarung der Arbeitsweise von M an.

Hinweis: Ihre Turing-Maschine darf mehrere Bander verwenden.
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2. Reaching Definitions 2+3+5=10Punkte|

Fihren Sie fiir das folgende Programm P eine Reaching-Definitions-Analyse durch. Beachten
Sie, dass es sich hierbei um eine Vorwarts-May-Analyse handelt.
[x := 2]
while [x < 5] do
if [y = 713 then
‘ [y := y +2]*
else
‘ [X:=x- 2]5
end if
end while
[skip]®

a) Zeichnen Sie den Kontrollflussgraphen G von P.

b) Betrachten Sie den Verband

0.9 = (P({xy} x ({1,....6}u{2})), ).

Intuitiv bedeutet (x, /), dass der letzte Schreibzugriff auf x in Block i erfolgte (bzw. x noch
nicht initialisiert ist, falls i =?). Geben Sie fiir die Blocke 1 - 6 geeignete monotone Trans-
ferfunktionen lGber diesem Verband an.

c) Betrachten Sie das Datenflusssystem
(G, (0, <), {6, (v, D}, TF),

wobei TF die Transferfunktionen aus Teil b) sind. Geben Sie das induzierte Gleichungssys-
tem an und bestimmen Sie seine kleinste Lésung mit dem Satz von Kleene.
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3. Berechenbarkeit 8+2=10Punkte|

Essei X = {0, 1 } Betrachten Sie die Funktion faster : (Z*)* — £*, die wie folgt definiert ist:

(w1, falls TimeMW1 x) <c TimeMW1 (x) < TimeMW2 ),

wo, falls Timey, (x) < ¢, Timey, (x) < Timey, (),
faster(wq, w, X, €) = 2 2 !
1, falls Time,V,W1 x) = Time,v,W2 x) <c

0, falls beide Maschinen nicht innerhalb von ¢ Schritten halten.

Dabei sind wq, wy € £* Kodierungen von Turing-Maschinen, x € £* eine Eingabeundc € L*
die binar kodierte Anzahl an Schritten, die hochstens erlaubt ist. Fliri € {1, 2} ist Timey,,, (x)
die Anzahl der Schritte, die My, auf Eingabe x zum Halten braucht.

a) Beweisen Sie, dass faster berechenbar ist.
Geben Sie hierzu einen Algorithmus (als Pseudo-Code) an.

b) Was ist die Zeitkomplexitat Ihres Algorithmus?
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4. GOTO-Maschinen

Eine GOTO-Turing-Maschine (GTM) M ist eine deterministische Turing-Maschine, die zusétz-
lich zu normalen Transitionen Sprungbefehle (GOTO) in beliebige Zellen auf dem Band aus-
fiihren kann. Formal hat eine GTM MC zwei Bander: Auf dem ersten Band (Eingabeband) steht
initial die Eingabe und es kann wie gewohnlich verwendet werden. Auf das zweite Band
(Adressband) kann die Maschine die Binarkodierung einer Zahl i schreiben. Intuitiv ist dies
die Zieladresse des Sprungbefehls.

5(g, a,d’) ist entweder eine gewdhnliche Transition einer Zwei-Band-DTM, oder eine GOTO-
Transition von der Form 6(g,a,d’) = GOTO(q’). Wenn MS eine solche GOTO-Transition be-
nutzt, und in diesem Moment bin(i) der Inhalt des Adressbands ist, dann

. wechselt M@ in den Kontrollzustand ¢/,

« die Kopfposition auf dem Eingabeband wechselt zur i-ten Zelle, der Bandinhalt wird
nicht geandert und

« der Inhalt des Adressbands wird geléscht und der Kopf zeigt auf das $-Symbol.

Konfigurationen und Sprache von MC sind wie bei gewohnlichen Turing-Maschinen defi-
niert.

Beispiel:
S a b c | — $ a b c | —
0 1 2 3 4 6(q,a,1)=GOTO(q’) 0 1 2 3 4
L] L]

Zeigen Sie, dass GOTO-Turing-Maschinen von herkdmmlichen Turing-Maschinen simuliert
werden kénnen. Sei MC eine gegebene GTM. Erkliren Sie, wie eine DTM M (gegebenenfalls
mit mehreren Bandern) mit E(MG) = £ (M) konstruiert werden kann.
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5. NL-Volilstandigkeit 3+7=10Punkte|

Betrachten Sie das folgende Problem:

One-way-reachability (OWR)
Gegeben: Ein gerichteter Graph G = (V, E) und Knoten s, t € V.
Entscheide: Gibt es in G einen Pfad von s nach t oder einen Pfad von t nach s?

Zeigen Sie, dass OWR NL-vollstandig (beziiglich logspace-many-one-Reduktionen) ist:
a) ,Membership“: OWR € NL.

b) ,,Hardness“: OWR ist NL-schwer (bzgl. logspace-many-one-Reduktionen).
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6. Entscheidbarkeit 3+7=10Punkte|

Betrachten Sie die folgende Sprache tiber dem Alphabet & = {0, 1, #}:
L={wixeI*|wxe {01 }*,Wx € L(My)}.

a) Beweisen Sie, dass L semi-entscheidbar ist.

b) Beweisen Sie, dass L nicht entscheidbar ist.
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7. NP-Vollstandigkeit 3+7=10Punkte|

Betrachten Sie das folgende Problem:

k-PATH
Gegeben: Ein gerichteter Graph G = (V, E) und eine naturliche Zahl k.
Entscheide: Gibt es in G einen einfachen Pfad der Lange k?

Ein einfacher Pfad ist ein Pfad, der keine Knoten wiederholt.

Beachten Sie, dass Sie davon ausgehen miissen, dass die Zahl k binar kodiert ist.
Zeigen Sie, dass k-PATH NP-vollstandig (bezliglich Polynomialzeit-Reduktionen) ist:
a) ,,Membership“: k-PATH € NP.

b) ,,Hardness“: k-PATH ist NP-schwer (bzgl. Polynomialzeit-Reduktionen).
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8. Quiz (2+2+2) + (2+2) = 10 Punkte

a) Beantworten Sie die folgenden Fragen. Begriinden Sie lhre Antwort mit einem kurzen
Beweis oder einem Gegenbeispiel.

(1) Esseien £4 und L3 entscheidbar und £, eine Sprache mit £1 C £, C L3.
Ist £, dann auch entscheidbar?

(2) Wenn L entscheidbar und £’ semi-entscheidbar, ist £ N £’ dann entscheidbar?

(3) Wenn £ semi-entscheidbar und £ semi-entscheidbar, ist £ dann entscheidbar?
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b) Die Komplexitatsklasse EXP der Probleme, die sich deterministisch in exponentieller Zeit

k
entscheiden lassen, war definiert als: EXP = Jcp DTIME(20<n >) Wir erweitern diese
Definition. Firm > 1 ist

20(")
_ 2
mEXP = | J DTIME( 2 )
keN m-fach exponentiell

die Klasse aller Probleme, die sich deterministisch in m-fach exponentieller Zeit entschei-
den lassen. Analog werden auch mNEXP und mEXPSPACE definiert.

Betrachten Sie nun die Klasse:

ELEMENTARY = U mEXP.

m>=1
Beweisen Sie folgende Eigenschaften:
(1) ELEMENTARY = {J,,,~.; mNEXP.

(2) ELEMENTARY = Um>1 mEXPSPACE.
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9. Kiirzeste Pfade 5+5=10 Punkte

Betrachten Sie die folgenden beiden Probleme.

Kein Pfad der Lange k (NO-LENGTH-k-PATH)
Gegeben: Ein gerichteter Graph G = (V, E), Knoten s, t € V und eine nattirliche Zahl k.

Entscheide: Gibt es in G keinen Pfad von s nach t der Lange héchstens k?

Kiirzester Pfad (SHORTEST-PATH)
Gegeben: Ein gerichteter Graph G = (V, E), Knoten s, t € V und eine naturliche Zahl k.

Entscheide: Hat ein kiirzester Pfad von s nach tin G Lange genau k?

Ein kiirzester Pfad von s nach tist ein Pfad s = vg — vq ... — vy = t der Ldnge m, so dass es
keinen Pfad der Lange < m - 1 von s nach t gibt.

Beachten Sie, dass Sie bei beiden Problemen davon ausgehen miissen, dass die Zahl k binar
kodiert ist.

a) Beweisen Sie: NO-LENGTH-k-PATH ist in NL.

b) Beweisen Sie: SHORTEST-PATH ist in NL.
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10. Spezielles PCP 3+7=10Punkte]

Betrachten Sie die folgende Variante des PCP.

Spezielles Postsches Korrespondenzproblem (SPCP)

Gegeben: Eine endliche Sequenz von Tupeln aus Wortern (xq, y1), ..., Xk, Vi)
Entscheide: Gibt es eine endliche, nicht-leere Sequenz von Indizes iy .. . ip

mit X, X, « .. Xjy = Yi,Yiy « - - Yi, undin =17

a) Beweisen Sie, dass das SPCP semi-entscheidbar ist.

b) Beweisen Sie, dass das SPCP nicht entscheidbar ist.
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