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Definition: Finite-state Transducer
Ein endlicher Transduktor ist formal ein 6-Tupel T = (Q, X, T, =, o, Q) wobei

1. Q eine endliche Menge an Zustanden,

2. 2 und T endliche Alphabete,

3. > € Qx(Zu{t}) x(Iu{r}) x Qeine Transitionsrelation,

4. qo und Qf jeweils Startzustand und die Menge der Endzustande sind.

Ein Transduktor kann als ein NFA mit spontanen Ubergiangen betrachtet werden, der nicht nur
Eingabeworter akzeptiert, sondern dabei auch Worter ausgibt; er tibersetzt also Eingabewdrter
aus X" zuWoérternin . Transduktoren finden Anwendung in der Linguistik und der Verarbeitung

von naturlichen Sprachen.
Im folgenden sind Notationen und wichtige Definitionen gegeben:

1. (9,a,x,q') €- schreiben wir als g a—/x> g'. Beim Lesen von a in g geht der Transduktor in
g uber und produziert dabei x. Intuitiv, falls a = 1, dann soll es sich um eine spontane
Transition handeln, falls x = 7, dann soll die Ausgabe leer sein.

2. =" Qx (Zu{t})" x (FT'u{r})" x Q bezeichne die reflexive, transitive Hiille von -. Es gelten

5/5 * W/O * W1/O1 WZ/OZ Wn—1/0n—1 Wn/on
q—qundg—¢qg, & 3G;,...,Gp-1:q a Gn-1 Gn-

3. Tinduziert eine Relation [T] C X" x ' wie folgt:
W[Tlo &= 3w € (Zu{t})*, 0 € (Tu{t})" : qo i/if‘qf €Q und ms(w)=w,m(0)=0

Dabei induziert 7s: (X U {1}) = X" mit 715(1) = eund Va € ¥ : ms(a) = a einen Homomor-
phismus, welcher die 1's in einem Wort I6scht. Die t's stehen fiir spontane Transitionen
oder leere Ausgaben und sollen deshalb nicht sichtbar sein.

Wir sagen, dass o € " ein Output von w € X" unter T ist.

4. T Ubersetzt nicht nur einzelne Worter, sondern ganze Sprachen. Wir definieren fiir eine
Sprache L ¢ X" die Ubersetzung unter Tals T(L) = {o € I | 3w € L : w[T]o} c .



Aufgabe 1: Endliche Transduktoren [11 Punkte]

a)

d)

[3 Punkte] Konstruieren Sie einen Transduktor T, der in einem Wort w € {a, b, c}" jedes zweite
a 16scht und jedem b ein c anhingt. Geben Sie einen reguliren Ausdruck fiir T((ab)*) an.

Ein Korrektheitsbeweis ist nicht notig.

[5 Punkte] Konstruieren Sie einen Transduktor U, der in einem Wort w € {a, b}" jedes Vorkom-
men von der Teilsequenz aba 16scht und b’s, die nicht in solch einer Sequenz auftauchen,
beliebig vervielfachen (aber nicht 16schen!) kann. Geben Sie einen reguldaren Ausdruck fur
U(a*(ba)*) an.

Ein Korrektheitsbeweis ist nicht notig.

[3 Punkte] Wir nennen einen Transduktor deterministisch, wenn es in jedem Zustand zu je-
der Eingabe maximal eine mogliche, und damit auch eindeutige, Transition gibt; diese darf
auch spontan sein. Beispielsweise darf ein Zustand mit einer a-Transition keine weitere a-
Transition oder spontane Transition besitzen. In beiden Fallen wiirde es 2 mdgliche Transitio-
nen geben, die der Transduktor beim Lesen eines a’s nehmen kdnnte.

Zeigen Sie, dass es nicht moglich ist Transduktoren zu determinisieren, d.h. es gibt nicht zu
jedem Transduktor T einen deterministischen Transduktor 7% mit T(L) = T%'(L) fiir alle Spra-
chenlL e s".

Aufgabe 2: (Bonus) Operationen durch Transduktoren [14 Punkte]

a)

[3 Punkte] Seih : =¥ = I ein Homomorphismus zwischen Sprachen. Konstruieren Sie einen
Transduktor T}, sodass T,(L) = h(L) fir jede Sprache L € =* gilt. Beweisen Sie die Korrektheit
ihrer Konstruktion.

[3 Punkte] Zeigen Sie nun, dass es auch einen Transduktor T,-1 gibt, sodass Tj-1(L) = h (L) far
alle L c I™ gilt. Beweisen Sie die Korrektheit ihrer Konstruktion.

[2 Punkte] Zeigen Sie, dass es zu jeder regularen Sprachen M einen Transduktor T, gibt mit
Tu(l) =LA M.

Bemerkung: Hiermit haben Sie gezeigt, dass Transduktoren in der Lage sind, viele Ubliche
Operationen auf Sprachen darzustellen. Ist eine Sprachklasse abgeschlossen unter Uberset-
zungen von Transduktoren, dann folgt nun direkt, dass diese auch unter den oben genannten
Operationen abgeschlossen ist.

[6 Punkte] Zeigen Sie nun, dass dies auch in umgekehrter Richtung gilt. Das heil3t, eine Sprach-
klasse, die unter den oben aufgefiihrten Operationen abgeschlossen ist, ist auch unter Uber-
setzungen von Transduktoren abgeschlossen.

Bemerkung: Sie miissen also zeigen, dass Sie die Ubersetzung einer beliebigen Sprache L un-
ter einem Transduktor T mit Hilfe von den drei oben genannten Operation darstellen kénnen.



Aufgabe 3: Kosten der Determinisierung [7 Punkte]

In dieser Aufgabe wollen wir zeigen, dass sich manche Sprachen mit einem kleinen NFA beschrei-

ben lassen, jeder DFA dafiir jedoch zwangsweise riesig ist.

Flreine Zahlk € N, k > 0 sei L,k = >*.a.3" die Sprache der Worter Giber 3 = {a, b}, deren k-ter
Buchstabe von rechts ein a ist.

a)

d)

[2 Punkte] Zeigen Sie, wie man zu jedem k € N,k > 0 einen NFA A, = (Q, gy, =, QF) mit
L(Ax) = Lyax konstruiert. Geben Sie diesen Automaten formal als Tupel an.

Sie mussen die Sprachgleichheit nicht beweisen.
Wie viele Zustande hat A,?

[2 Punkte] Zeichnen Sie A; und bestimmen Sie seine Determinisierung Aget mittels der Rabin-

Scott-Potenzmengenkonstruktion.
Vergleichen Sie die Zustandsanzahl von A; und Aget.

[3 Punkte] Sei k € N, k > 0 beliebig. Beweisen Sie, dass es fiir L,q, keinen DFA B mit weniger
als 2* Zustianden gibt, so dass L(B) = Lyay gilt.

Hinweis: Gehen Sie wie folgt vor:
1. Angenommen es gibe B = (Q', gy, =', Q:) mit £(B) = Lyax und |Q'] < 2%.
2. Betrachten Sie die Menge s der Worter der Lange k. Wie viele solcher Worter gibt es?

3. Betrachten Sie zu jedem Wort w € s* den (eindeutigen) Zustand g,,, in dem DFA B ist,
nachdem er w gelesen hat.

4. Leiten Sie nun einen Widerspruch her.

Aufgabe 4: Aquivalenzrelationen [7 Punkte]

Essei=c " x =" eine Aquivalenzrelation auf Wértern. Wie (iblich schreiben wir u = v (statt

(u,

a)

v) € =), um auszudriicken, dass u und v gemal3 = dquivalent sind.

[2 Punkte] Beweisen Sie formal die folgenden grundlegenden Eigenschaften von Aquivalenz-

relationen:
- Jedes Wort ist in seiner Aquivalenzklasse enthalten: u € [u]-.
- Die Aquivalenzklassen von dquivalenten Wértern sind gleich: u = v = [u]- = [v]-.

. Die Aquivalenzklassen ~von nicht-dquivalenten  Wértern  sind  disjunkt:
u$(v = [ul.n[vl:=@.



b) [2 Punkte] Es sei L € X* und =, die aus der Vorlesung bekannte Nerode-Rechtskongruenz mit
uz, v gdw. YweIiuwel & vwel.

Beweisen Sie, dass =, tatsichlich eine Aquivalenzrelation und Rechtskongruenz ist. Letzteres
bedeutet, dass fiir alle u, v mitu =, vund alle x € X" gilt: u.x =, v.x.

) [2 Punkte] Es sei A = (Q, go, -, Q¢) ein DFA. Die Relation =, € 3" x ™ ist definiert durch:
u=s,v gdw. 3JgeQ:q i>qundq0 Lq.

Zeigen Sie, dass =, eine Aquivalenzrelation ist.

d) [1Punkt] Ist =, aus Aufgabenteil c) auch eine Aquivalenzrelation, wenn A ein NFA ist? Begriin-

den Sie lhre Antwort!

Aufgabe 5: (Bonus) NFAs [11 Punkte]
Minimalisieren Sie den folgenden Automaten A.

a) [2 Punkte] Nutzen Sie Arden’s Lemma, um einen reguldren Ausdruck fir £(A) zu finden.
b) [3 Punkte] Konstruieren Sie den Potenzmengen-Automaten P(A).

) [5 Punkte] Fiihren Sie den Table-Filling-Algorithmus fir P(A) aus. Geben Sie dabei in jeder
markierten Zelle der Tabelle den Schritt an, in welchem diese markiert wurde. (Beginnend
mit O fir final-/nicht-final-Zustande.)

d) [1 Punkt] Geben Sie den minimalen DFA fiir £(A) an.



