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1 Aussagenlogik

1.1 Syntax

Das vorliegende Kapitel dient als Einfithrung in die Aussagenlogik. Im Mittel-
punkt steht die Frage nach der Bedeutung einer Aussage: wann ist eine Aussage
wahr und wann ist sie falsch? Dariiber hinaus beschéftigt sich die Aussagenlogik
mit dem Zusammensetzen mehrerer Aussagen zu neuen, komplexeren Aussagen
sowie den Zusammenhingen von Aussagen untereinander. Um die Bedeutung
einer Aussage zu bestimmen, miissen zunichst die Begriffe wahr und falsch
gekliart werden. Dazu ist eine Formalisierung des Wahrheitsbegriffes notig.

1.1 Definition (Syntax der Aussagenlogik). Sei ¥ = V U O U K ein Alpha-
bet, wobei V' = {p1,pa,...} eine abzihlbare Menge von Aussagevariablen ist,
O = {A,V,~,—, <>} eine Menge von Verkniipfungen (Junktoren) bezeichnet
und K = {(, )} die Klammern beinhaltet. Die Menge der Aussageformen F C ¥*
(auch Formeln der Aussagenlogik genannt) wird induktiv definiert durch

1. V C F, die Menge der atomaren Aussagen,
2. falls A,B € F, dann (=A),(AANB),(AV B),(A— B),(A<+ B) € F und

3. F ist die kleinste Menge von Elementen aus X*, die V' enthélt und 2.
erfiillt.

Eigenschaften von F' werden mit Hilfe struktureller Induktion, Induktion iiber
den Aufbau von F', bewiesen. Ein Beispiel fiir eine Eigenschaften von F' ist
Folgende: Wenn man eine Formel von links nach rechts liest, ist die Anzahl an
offnenden Klammern grofler als die Zahl der schlieBenden Klammern. Um diese
Behauptung formal zu fassen, definieren wir die Hilfsfunktion f : FF x N — N.
Fiir eine Formel A € F und eine natiirliche Zahl 1 < i < |A| liefert

f(A,7) := Anzahl an 6ffnenden Klammern ( minus Anzahl der schlieflenden

Klammern ) in den ersten ¢ Buchstaben von A.

1.2 Lemma. Fiir jede Formel A € F und fiir alle 1 < i < |A| gilt f(A,i) > 0.
Ferner gilt f(A,|A|) =0.

Beweis. Fiir den Basisfall atomarer Formeln p € V gilt f(p,|p|) = 0. Der Fall
i < |p| tritt nicht ein.

Angenommen die Aussage gelte fiir A; und Ay und betrachte zunéchst (—A;).
Sofern i < 2, folgt die Aussage unmittelbar. Fiir den Fall 2 < i < |[(—A41)]| gilt

FO(=A) i) =1+ f(A,i—2)>0,

wobei fiir f( Ay,7—2 ) die Induktionsvoraussetzung greift und f( A;,i—2) >0
oder f( Ay,i—2) =0 liefert. Fiir i = |(—A;)]| folgt

FOEA, [(A)]) =14 f( Ay [Ai] ) —1=0.



Auch hier wird die Induktionsvoraussetzung mit f( Aj,|A;| ) = 0 genutzt.

Fiir den Fall (A; x Ag) beschrinken wir uns auf [(A; x| < i < [(A; * A2)| und
erhalten:

fO(AL*Ag),i) =1+ f( A1, |Ar] )+ f( Agyi— (AL %)
:1+f(A2,Z—‘(A1*|)>O

Die zweite Gleichung gilt mit f( Ay, |A;| ) = 0 nach Induktionsvoraussetzung.
Die Ungleichung folgt mit f( A2,i— [(A1 x| ) > 0 oder f( As,i—|(A1x|) =0,
ebenfalls nach Induktionsvoraussetzung. Die iibrigen Félle sind analog. [ |
Eine wichtige Konsequenz des Lemmas ist, dass ein echtes Préfix einer Formel
selber keine Formel sein kann. Dabei heifit B € ¥* echtes Prifix von A € ¥*,
falls die ersten |B| € N Buchstaben von A und B iibereinstimmen und B echt
kiirzer als A ist, |B| < |A].

1.3 Korollar. Sei A € Fund B € ¥* ein echtes Priifix von A. Dann gilt B ¢ F.

Beweis. Sei B € ¥* ein echtes Priifix von A € F. Mit Lemma 1.2 folgt, dass
0< f(A|B|) = f( B.IB| ).

Wiére B in F, so miisste aber f(B,|B|) = 0 gelten. Damit gilt also B¢ F. R

Mit Korollar 1.3 werden wir im Folgenden zeigen, dass jede Formel genau einen
Syntaxbaum hat. Man beachte, dass dies nur aus der konsequenten Verwendung
von Klammern folgt. Fiir ein Wort p; A ps V ps iiber X ist der oberste Operator
nicht eindeutig: es kann sowohl A als auch V sein. Der folgende Satz formalisiert
die Eindeutigkeit des Ableitungsbaums. Dabei wird die syntaktische Gleichheit
von Worten iiber ¥ mit = C X* x ¥* bezeichnet. Also A = B mit A, B € X*,
falls die Buchstaben von A mit den Buchstaben von B iibereinstimmen.

1.4 Satz (Eindeutigkeitssatz). Jede Formel A € F ist entweder atomar, A € V,
es gilt A = (—A4;) mit einer eindeutigen Formel A; € F oder A = (41 * A2) mit
eindeutigen x € {V, A, —, >}, A1, A3 € F.

Beweis. Der Beweis ist eine Fallunterscheidung iiber die moglichen Formeln. Ist
A atomar, dann gilt A € V wie gefordert. Betrachte zusammengesetzte Formeln.

Fall (-A) mit A € F.

1. Angenommen es gibe eine weitere Darstellung (—B) mit B € F, so dass
(=A) = (=B). Per Definition von = muss dann A = B gelten. Die Formeln
A und B sind also syntaktisch gleich und die geforderte Eindeutigkeit gilt.

2. Angenommen es gibe eine Darstellung (A; x A2) mit A1, A2 € F und
* € {A,V,—, <}, so dass (mA) = (A1 x Az). Dann stimmt der zweite
Buchstabe — von (—A) mit dem ersten Buchstaben von A; iiberein. Das
widerspricht aber der Definition von Formeln, nach der A; entweder eine
Aussagevariable ist oder eine Formel, die mit einer 6ffnenden Klammer
beginnt. Der Fall tritt daher nicht auf und die Darstellung von (—A) ist
eindeutig.



Fall (A1 x A) mit A1, A2 € F und * € {A,V,—, <}

3. Eine andere Darstellung der Form (—B) mit B € F fiihrt analog zu Fall 2.
zu einem Widerspruch.

4. Angenommen es gilt (A; x Ay) = (B @ Bs) mit Formeln By, Bs € F und
e ¢ {A,V,—, ¢} Falls |A1] = |Bi|, dann folgt per Definition von =,
dass x = e, A = By und As = By. Damit ist die Forderung nach einer
eindeutigen Darstellung erfiillt.

Fiir den Fall |A;] # |By| sei oBdA. |By| > | A41], so dass folgende Situation
vorliegt:

( 5 B
(s 4 )
/l\

Per Definition von = ist A; ein echtes Prifix von B;. Mit Korollar 1.3 kann
A; damit aber keine Formel sein, A; ¢ F. Ein Widerspruch zur Annahme
dass A; eine Formel ist. Der Fall tritt nicht auf.

|
Die Sprache F' C ¥* der aussagenlogischen Formeln kann durch eine kontextfreie
Grammatik erzeugt werden. Mit Satz 1.4 ist diese Grammatik sogar eindeutig,
d.h. jede Formel in F' hat genau einen Ableitungsbaum. Eine Konsequenz der
Darstellung von F iiber eine kontextfreie Grammatik ist, dass das Wortproblem
fiir F entscheidbar ist.' Es gibt einen (sogar Polynomialzeit-) Algorithmus, der
fiir ein gegebes Wort A € ¥* entscheidet, ob A eine Formel ist oder nicht:
A € F oder A ¢ F. Diesen Test fithrt ein Compiler bei jedem Conditional (IF
und WHILE) eines zu iibersetzenden Programms durch.

1.2 Semantik

Die Wahrheitswert aussagenlogischer Formeln wird iiber Bewertungen definiert,
Abbildungen der Formelmenge F' in den Booleschen Bereich B := {0, 1}.

1.5 Definition. Eine Bewertung ist eine Funktion ¢ : FF — B, die folgende
Einschrankungen erfiillt:

p(—A) =1-p(A)
p(AV B) = max{p(A), p(B)}
©(ANA B) = min{p(A), p(B)}

fall A)=1 B) =
cp(A—>B):{O’ alls (4) = 1 und ¢(B) =0,
1, sonst.
fall A B
1, sonst.

IMan sagt auch, F ist entscheidbar, wenn man sich auf das Wortproblem der Menge bezieht.



Man sagt, Formel A € F sei falsch unter ¢, falls ¢(A) = 0. Analog heifit A
wahr unter ¢, falls ¢(A) = 1. Eine mogliche Darstellung fiir Bewertungen sind
Wahrheitstafeln:

o(A) | ¢(B) | ¢(AVB) | 9(AAB) | (A= B)
o(A) || p(=4) 0 0 0 0 1
0 1 0 1 1 0 1
1 0 1 0 1 0 0
1 1 1 1 1

Eine Belegung der aussagenlogischen Variablen V ist eine Funktion ¢ : V — B.
Jede Bewertung ¢ von F lisst sich auf eine Belegung 1 der Variablen V C F
einschrinken: ¢ := ¢Jy. Umgekehrt induziert jede Belegung von V' eine sogar
eindeutige Bewertung der Formeln in F. Zusammen ergibt sich, dass jede
Bewertung ¢ : ' — B eindeutig durch die Werte von ¢ auf V festgelegt ist.
Um also ¢(A) zu berechnen, geniigt es, die Werte ¢(p) aller Aussagevariablen
p € V zu kennen, die in A vorkommen.

1.6 Lemma. Jede Belegung 1 : V' — B lisst sich auf genau eine Weise zu einer
Bewertung ¢ : ' — B fortsetzen.

Der Beweis folgt unmittelbar aus Satz 1.4 und Definition 1.5.

1.7 Korollar. Jede Bewertung ¢ : ' — B ist eindeutig durch die Werte von ¢
auf V festgelegt.

Als Beispiel sei ¢(p) = 1, ¢(q) = 1, ¢(r) = 0. Dann ergibt sich fiir die unten
stehende Formel A € F' die Bewertung ¢(A) = 1 iterativ wie folgt:

AE((\JL%(\L%\Z/))%((&A&)%%)) (1)
0 0

1

Welche Werte kann ¢(A) annehmen, wenn ¢ alle Belegungen der in A vorkom-
menden Variablen durchlduft. Ist etwa @(A) = 1 fiir alle Belegungen? Intuitiv
stellt eine solche Formel keine weiteren Bedingungen an ein zugrundeliegendes,
beschriebenes System. Die Beobachtung, dass es aussagenlogische Formeln gibt,
die wahr sind unabhéngig davon, wie ihre Variablen belegt werden, legt die
folgende Definition nahe.

1.8 Definition. Seien A € F und X C F.

1. Dann heift A Tautologie oder allgemeingiiltig, falls p(A) = 1 fiir jede
Bewertung ¢ gilt. Man schreibt auch = A, falls A eine Tautologie ist.

2. Die Formel A ist erfiillbar, falls es eine Bewertung mit ¢o(A) = 1 gibt.



3. Formel A ist ein Widerspruch, falls fiir jede Bewertung ¢(A) = 0 gilt.

4. Eine Formelmenge X ist erfillbar, falls es eine Bewertung ¢ gibt, so dass
fiir alle A € ¥ gilt ¢(A) = 1. Man sagt auch ¢ erfillt 3.

5. Formel A ist eine logische Folgerung aus der Formelmenge ¥, falls fiir jede
Bewertung ¢, die ¥ erfiillt, auch ¢(A) = 1 gilt. Die Notation fiir diesen
semantischen Folgerungsbegriff ist ¥ = A. Ist ¥ = {Ay,..., A,}, so ist
die Kurzschreibweise A1, ..., A, E A iiblich.

6. Die Menge Folg(X) der Folgerungen aus ¥ ist definiert durch:

Folg(Y):={AcF | Sk A}

Zum Beispiel sind p V —p sowie (p — ¢q) V (¢ — r) Tautologien und p A —p
ein Widerspruch. Die Formel p A g ist erfiillbar jedoch keine Tautologie. Es gilt
{p} E pV g, denn falls p(p) = 1, dann auch p(pV q) = 1.

Seien die Menge aller Tautologien bzw. die Menge aller erfillbaren Formeln
definiert als

TAUT:={A€F | A} und SAT:={AcF | Aisterfiillbar}.

Es ldsst sich leicht priifen, ob eine Formel allgemeingiiltig oder erfiillbar ist.

1.9 Lemma. Die Mengen TAUT und SAT sind entscheidbar.

Zum Beweis des Lemmas ist ein Verfahren anzugeben, das fiir eine gegebene
Formel A € F priift, ob A in TAUT (bzw. SAT) liegt, also eine Tautologie ist.
Die Idee ist, die endlich vielen Belegungen der in A vorkommenden Variablen
zu betrachten. Kommen n € N Variablen in A vor, so gibt es 2" verschiedene
Belegungen. Als Beispiel soll die Formel A von oben betrachtet werden. Die drei
Variablen p, ¢ und r aus A fithren zu acht Belegungen:

wp) | wl@) | olr) || wl@—=71) | pleAg) | wlp—(@—7) | w(PAg) =) | w(A)
0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 1 1 0 1 1 1
0 1 0 0 0 1 1 1
0 1 1 1 0 1 1 1
1 0 0 1 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1 1 1
1 1 0 0 1 0 0 1
1 1 1 1 1 1 1 1

Da ¢(A) =1 fiir jede Bewertung ¢ : F' — B gilt, ist A € TAUT.

1.10 Lemma. Folgende Schliisse und Aquivalenzen sind mit den bisherigen
Definition giiltig.



1. Es gilt ) = A genau dann, wenn A allgemeingiiltig ist: Folg(()) = TAUT.
2. Ist ¥ nicht erfiillbar, dann gilt ¥ = A fiir alle A € F, also Folg(X) = F.
Sei ¥ C Y. Ist X/ erfiillbar, dann ist auch X erfiillbar.

Es gilt ¥ C Folg(X) und Folg(Folg(X)) = Folg(%).

Falls ¥ C ¥/, dann gilt Folg(X) C Folg(¥/).

Y = A gilt genau dann, wenn 3 U {—A} nicht erfiillbar ist.

A

Ist ¥ endlich, dann ist es entscheidbar, ob X erfiillbar ist. Die Menge
Folg(Y) ist dann ebenfalls entscheidbar.

Die folgenden Aquivalenzen sind hilfreich, um logische Folgerungen mit Hilfe
von Beweiskalkiilen zu automatisieren. Dabei wird X, A als Kurzschreibweise
fir ¥ U {A} genutzt.

1.11 Lemma (Deduktionstheorem (semantische Version) und Modus-Ponens).
a) Deduktionstheorem: ¥, A = B gilt genau dann, wenn ¥ = (A4 — B).
b) Modus-Ponens-Regel: Es gilt {4, A — B} E B.

Beweis. Es soll im Deduktionstheorem die Implikation von links nach rechts
gezeigt werden. Der Beweis der Riickrichtung ist dhnlich. Gelte ¥, A = B und sei
¢ : F — B eine Bewertung, die ¥ erfiillt. Ist ¢(A4) =0, dann ist p(A — B) =1
und der gewiinschte Schluss gilt. Ist ¢(A) = 1, dann greift die Voraussetzung
und liefert ¢(B) = 1, so dass wiederum p(A — B) =1 folgt.

Fiir den Beweis der Modus-Ponens-Regel, betrachte eine Bewertung mit ¢(A4) =
©(A — B) = 1. Dann folgt per Definition der Implikation, dass ¢(B) =1. =

Mit der Modus-Ponens-Regel ist insbesondere B eine Tautologie, falls A und
A — B Tautologien sind.

1.3 Kompaktheit

Eine Formelmenge 3 C F heif3t endlich erfiillbar, wenn jede endliche Teilmenge
von X erfiillbar ist. Der Kompaktheitssatz besagt, dass Erfiillbarkeit und die auf
den ersten Blick schwichere endliche Erfiillbarkeit iibereinstimmen. Um diese
Aussage zu zeigen, benttigen wir die Tatsache, dass endlich erfiillbare Mengen
erweiterbar sind.

1.12 Lemma. Sei I" endlich erfiillbar und sei A € F. Dann ist I' U {A} oder
I' U {—A} endlich erfiillbar.



Beweis. Wir setzen oBdA. voraus, dass {A,—A} NT = (), sonst ist die Aussage
trivial. Angenommen I' U {A} ist nicht endlich erfiillbar. Um zu zeigen, dass
I' U {—A} endlich erfiillbar ist, betrachte eine beliebig gewi#hlte endliche Menge
I'y CTU{=A} und zeige, dass sie erfiillbar ist.

Da I' U {A} nicht endlich erfiillbar ist, gibt es eine endliche Teilmenge I'y C T,
so dass I'g U { A} nicht erfiillbar ist. Nun ist I'y :=T'g U (I';\{—A4}) C T endlich
und also auch erfiillbar. Es gibt somit eine Bewertung ¢, die I'y erfiillt. Diese
Bewertung erfiillt auch I'g. Dann ist aber ¢(A) = 0, d.h. ¢(—=A) = 1. Also erfiillt
o auch I'yU{—A}. Damit erfiillt ¢ aber auch I'y, wie gefordert. Also ist TU{—A}
endlich erfiillbar. ]

1.13 Satz (Kompaktheitssatz der Aussagenlogik). Eine Formelmenge ¥ C F
ist endlich erfiillbar genau dann, wenn X erfiillbar ist.

Beweis. Die Riickrichtung folgt aus Lemma 1.10(3). Der Trick im Beweis der
Implikation von links nach rechts ist die Konstruktion einer maximalen, endlich
erfiillbaren Menge A C F. Die Menge A soll ¥ enthalten und wird um weitere
Formeln angereichert, bis die in % vorkommenden Variablen gefunden sind. Die
Variablen liefern nun eine erfiillende Belegung fiir ganz X.

Sei (Ap)nen eine Aufzihlung der Menge F aller aussagenlogischen Formeln.

Zunéchst wird eine aufsteigende Folge (A, )nen von Formelmengen A, C F
definiert, wobei Ag := ¥ und

A )AL U{An ), falls Ay U{An 4} endlich erfiillbar,
T A, U{—-A,1}, sonst.

Aufsteigend bedeutet hier, dass Ag C A; C ... gilt. Mit Lemma 1.12 ist A,
endlich erfiillbar fiir alle n € N. Die oben erwéhnte Menge von Interesse ist die
Vereinigung

A= U A,

neN

Es l#sst sich leicht priifen, dass A endlich erfiillbar ist. Ferner ist fiir jede Formel
A € F entweder A € A oder —A € A. Wegen der endlichen Erfiillbarkeit von A
sind jedoch nicht beide Formeln enthalten. Definiere ¢ : V' — B durch

1, fallspe A
vp) = {O, falls —p € A.

Da entweder p oder —p in A enthalten sind, ist 1) wohldefiniert. Mit Lemma 1.6
ldsst sich ¢ eindeutig zu einer Belegung aller Formeln ¢ : F' — B fortsetzen.
Durch Induktion iiber den Aufbau von F' ldsst sich nun zeigen, dass fiir alle
Formeln A € F gilt:

©(A) =1 genau dann, wenn A € A. (2)



Da per Definition ¥ C A gilt, haben wir insbesondere ¢(A’) = 1 fiir alle A’ € X.
Damit ist X erfiillbar.

Es bleibt Aquivalenz (2) zu zeigen. Der Basisfall gilt per Definition von .
Angenommen die Aussage gilt fiir Formeln A und B aus F' und betrachte die
Formel A — B. Falls ¢(A — B) = 1, dann ist ¢(A) = 0 oder ¢(B) = 1. Also
ist per Induktionsvoraussetzung =A € A oder B € A. Damit wurde (4 — B)
in A aufgenommen, wie gefordert. Ist andererseits (A — B) = 0, dann ist
p(A) = 1 und ¢(B) = 0. Also ist per Induktionsvoraussetzung A € A und
-B € A. Damit gilt (A — B) € A und wegen der endlichen Erfiillbarkeit von
A folgt (A — B) ¢ A. |

1.14 Korollar. Es gilt ¥ = A genau dann, wenn es eine endliche Teilmenge

Eine weitere Anwendung des Kompaktheitssatzes ist die folgende Aussage.

Sei ¥ C F. Gibt es zu jeder Bewertung ¢ ein A € ¥ mit ¢(A) = 1,
so gibt es Ay,..., A, € ¥ mitn >0, sodass = A1 V...V A,.

Betrachte die Formelmenge ¥/ := {-A | A € X}. Nach Voraussetzung ist die
Menge unerfiillbar. Angenommen es gibe eine Bewertung ¢, die jede Formel in
Y/ erfiillt. Dann erfiillt ¢ auch =A mit dem A € X, das p(A) = 1 garantiert. Ein
Widerspruch. Da die Menge unerfiillbar ist, gibt es mit dem Kompaktheitssatz
eine endliche Teilmenge {—A;,...,—A,} von ¥, die unerfiillbar ist. Wegen der
Unerfiillbarkeit ist die Menge nicht leer. Also gibt es fiir jede Belegung ¢ ein ¢
mit ¢(—A4;) = 0. Dann ist aber p(4;) = 1 und daher auch p(4;V...VA,) =1.



