1. Notizen zu Nichtstandardmodellen

Zusatzlich zu den handschriftlichen Notizen prasentieren wir hier eine detailliertere Ausar-
beitung zu Nichtstandardmodellen.

Beispielsweise zeigen wir hier die Existenz eines Nichtstandardmodells der Arithmetik. Un-
endliche Strukturen haben immer Nichtstandardmodelle, und die Art und Weise wie ihre
Existenz bewiesen wird, folgt meistens dem gleichen Schema, welches hier vorgestellt wird.

A) Der Kompaktheitssatz der Pradikatenlogik erster Stufe

Das wichtigste Werkzeug fiir den Beweis der Existenz von Nichtstandardmodellen ist der
Kompaktheitssatz der Pradikatenlogik (erster Stufe).

1.1 Satz
Sei £ C FO(S) eine Menge von Formeln, sei A € FO(S) eine Formel. Dann gilt:

a) X ist erfillbar, gdw. jede endliche Teilmenge yfin C X erfullbar ist.
b) X ist unerfillbar, gdw. es eine endliche Teilmenge gfin c ¥ gibt, die unerfillbar ist.

c) L E Agqilt, gdw. es eine endliche Teilmenge gfin c ¥ gibt, so dass sfin = A gilt.

Der Beweis funktioniert, in dem man die Formeln in £ geeignet transformiert (Gleichheit eli-
minieren, Skolemform), die Herbrand-Expansion anwendet und dann den Kompaktheitssatz
der Aussagenlogik verwendet. Fiir die Details verweisen wir auf die entsprechenden hand-
schriftlichen Aufzeichnungen.

B) Nichtstandardmodell der Arithmetik

Sei S eine Signatur, und sei M = (D,Z) eine S-Struktur. Ein Nichtstandardmodell zu M
ist eine Struktur )V, welche die selben abgeschlossen Formeln erfiillt, sich auf den nicht-
abgeschlossenen Formeln aber anders verhalt. Wir werden dies im Folgenden prazisieren.

Wir bezeichnen mit 7, die Menge aller abgeschlossenen Formeln, die von M wahr gemacht
werden, also
T = {A € FO(S) | Aabgeschlossen, M[A] =1} .

(Diese Menge wird auch die Theorie von M genannt.)

Wir wollen nun eine Struktur NV finden mit 74 = Ty, die sich auf den nicht-abgeschlossenen
Formeln anders verhalt als M.



Exemplarisch betrachten wir hier die (Presburger-)Arithmetik.

1.2 Definition
Die Signatur der Arithmetik ohne Multiplikation (mit Kleiner-Gleich) ist

Sea = ({00, 10, 412} {<12}) -

Mit ihr lassen sich Gleichungen und Ungleichungen von Summen ausdriicken, in denen Va-
riablen und die Konstanten 0 und 1 vorkommen.

Beachte, dass sich jede natlrliche Zahl n entweder als 0 oderals 1 +... + 1 schreiben lasst.
Mal
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1.3 Definition
Presburger-Arithmetik ist die Sps-Struktur Mp, = (N, Z), wobei N die Menge der natrli-
chen Zahlen ist, und Z die Symbole wie erwartet interpretiert:

. oMra =0 c N,
. fUre,dEI\Iiste+MPAd:e+d€l\|,

- fUre,d € Nist (e SMPA d =1gdw.e <dinN.

Sei nun T4,, wie oben definiert die Menge aller abgeschlossenen Formeln tber Spy, die in
Presburger-Arithmetik wahr sind.

Wir definieren nun die Menge von Formeln

Z=TMPAU{1+...+1 <x
n

nel\l,n21}.

Statt 1 +...+ 1 < xschreiben wir auch n < x, d.h.
n

S=TmpW{n<x|neNn=>1}.

Beachte, dass die Variable x in den Formeln nicht quantifiziert ist, wir haben also nun nicht-
abgeschlossene Formeln zu T, hinzugefugt. Um eine Formel n < x zu erflllen, missen
wir eine Belegung o definieren mit o(x) > n, z.B. o(x) = n.

Im Folgenden wollen wir zeigen:
1. Zist erfillbar; Es gibt eine Struktur A/ und eine Belegung o, so dass V, o [ L.

2. Soein N verhilt sich auf den abgeschlossenen Formeln genau wie Presburger-Arithmetik.



3. N verhiltsich auf den nicht-abgeschlossenen Formeln anders als Presburger-Arithmetik.
Dabei werden wir

1. mit Hilfe des Kompaktheitssatzes beweisen,

2. ist leicht zu sehen, da TMPA cz,

3. diskutieren wir spater im Detail.

1.4 Satz
Y ist erfullbar.

Beweis:
Sei £fin C ¥ eine beliebige endliche Teilmenge. Wir kdnnen eine Zerlegung finden,

Zﬁn -5/ B s/

sodass X’ die abgeschlossenen Formeln aus T, €nthalt, und ¥ die nicht-abgeschlossenen

n21}.

Die Formeln in £’ sind alle von der Form n < xfiir ein n € N. Da £fM endlich war, ist £’ auch

Formeln, die hinzugefligt wurden, d.h.

/ /!
ZQTMPA, )X g{1+...+1§x
n

endlich, das heil3t wir kdnnen die vorkommenden n explizit auflisten:
Z//Z {n1 SX,...,nk SX} .
Wir wollen nun zeigen, dass die Presburger-Arithmetik Mps zusammen mit einer geeigneten

Belegung o die Formelmenge M erfillt.

Definiere dazu die Belegung o mit

o(x) = max nj,
i=1,...k

d.h. wir belegen x mit der gréBten Zahl n, so dass n < xin £” vorkommt.
Behauptung: Mpy, o E 2N,

Beweis der Behauptung:

Es gilt Mpy E Ty, 9emaB der Definition von Ty, . Da e Tm,, €ine Teilmenge ist, gilt
auch Mp, E Z'. Da alle Formeln in £’ abgeschlossen sind und daher eine Belegung ihren
Wahrheitswert nicht beeinflusst, gilt auch Mps, o E £/,



Betrachte nun eine beliebige Formel n; < x aus £”. Nach der Definition von o(x) gilt o(x) > n
fur alle n, die in £’ vorkommen, insbesondere ist also n; < o(x) wahr. Da n; < x beliebig
gewdhlt wahr, gilt nun Mps, 0 E Z7.

Da £fin = £/ UL” und Mp, und o beide Teile der Zerlegung erfiillen, gilt auch Mpa, o = N,
Dies beendet den Beweis der Behauptung.

Wir haben nun gezeigt, dass jede beliebig gewahlte endliche Teilmenge £fin C ¥ erfiillbar
ist. Mit dem Kompaktheitssatz er Pradikatenlogik ist damit auch X selbst erfiillbar. ]

Da X erflllbar ist, gibt es eine Struktur A und eine Belegung o, so dass \V, o E L. Fir jede
endliche Teilmenge konnten wir als erfiillende Struktur die Presburger-Arithmetik Mp, ver-
wenden. Man kdnnte nun erwarten, dass auch ganz £ selbst von Mp,4 mit einer geeigneten
Belegung erfiillt werden kann Der folgende Satz zeigt, dass dies nicht der Fall ist.

1.5 Satz
Es gibt keine Belegung o, so dass die Presburger-Arithmetik zusammen mit o die Formelmen-
ge X erflllt.

Beweis:
Angenommen es gabe o, so dass Mpy, 0 = L.

Sein’ € N die natiirliche Zahl, mit der o die Variable x belegt, also o(x) = n’. Wir betrachten
die Formeln’ + 1 < xaus . (Formal: 1+...+ 1 < x).)
—_——
(n"+1) Mal
Da Mp, zusammen mit o ganz X erfillt, erflllen sie insbesondere auch diese Formel. Es gilt
aber
Mpa[[n" +1 < x](0) = (n’+1 <Mea 0(x)> = (n’+1 <Mpa n’) =0.

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme. ]

Wir sehen also, dass sich Mpy anders verhalt als jedes erfiillende Struktur AV fir Z. Wir werden
dies spater weiter prazisieren.

Zunachst aber sehen wir, dass sich ' auf den abgeschlossenen Formeln genau wie Mpy
verhalt.

1.6 Definition

Zwei Strukturen N = (D, Z) und N/ = (D/, ') Giber der selben Signatur S heilen elementar
aquivalent, wenn sie die gleichen geschlossenen Formeln erfillen, also wenn fir jede abge-
schlossene Formel A € FO(S) gilt:

N E Agenau dann, wenn N E A.



Elementare Aquivalenz lasst sich auch mittels der Theorien ausdriicken.

1.7 Lemma
Zwei S-Strukturen A und N’ sind elementar dquivalent, gdw. Ty = Tysr.

Beweis:
Folgt direkt aus den Definitionen. O

1.8 Satz
Sei Mp, wieder die Presburger-Arithmetik und sei A/ eine Spa-Struktur, so dass es eine Bele-
gung gibt mit A/, 0 E X.

Mpy und N sind elementar dquivalent.

Beweis:
Wir zeigen Tpq,, = Ty, in dem wir beide Inklusionen beweisen.

Eine Inklusion, T, C Ty, istklar:
Es gibt eine Belegung o, so dass N mit o die Formelmenge X erfillt. T, ist eine Teilmenge
von X, und enthalt nur abgeschlossene Formeln, also gilt N TMPA' Gemal3 der Definition
von Ty gilt dann aber Ty, € Ty

Fur die andere Inklusion, T,, 2 Ty, fihren wir einen Widerspruchsbeweis, in dem wir die
Vollstandigkeit von T4, ausnutzen.

Angenommen die Inklusion wiirde nicht gelten, d.h. es gabe eine abgeschlossene Formel A
mit A € Ty, aber A ¢ Tyy,,. Da A abgeschlossen ist, ist der Wahrheitswert Mpy [A] von der
Belegung unabhdngig. Mp4[A] = 1 kann nicht gelten, da sonst A € T4, gelten wiirde.
Also gilt Mpy[A] = 0, damit macht Mp, aber dann die Negation von A wahr, Mps[—A] = 1.
Es gilt also gemaR der Definition von T),,,, dass —A € Ty,

Die Inklusion Ty, C T hatten wir bereits gezeigt, es gilt also —A € Tyr. Gemal3 der Defi-
nition von 7 gilt nun N [—A] = 1.

Wir hatten aber auch angenommen, dass A € Ty, und damit A'JA] = 1. Wir erhalten einen
Widerspruch: N —A] = 1 und NA] = 1 kdnnen nicht gleichzeitig gelten. O

Zum Abschluss wollen wir noch den Fakt, dass A und M sich unterscheiden, formalisieren.

1.9 Definition
Zwei S-Strukturen N' = (D,Z) und N/ = (D/,7’) heiBen isomorph, wenn es eine bijektive
Abbildung ¢ : D — D’ gibt mit

PN, ... d) =pV (@), ..., ody) furalled,,...,d; € D, und
oV (dr,....dp) = (@(dr) ..., ody) firalledy,...,d €D .



fur jedes k-stellige Pradikatssymbol p und jedes {-stellige Funktionssymbol .

Bijektiv bedeutet, dass jedem Element von D genau ein Element von D’ zugeordnet wird und
umgekehrt.

1.10 Satz
Sei Mpy wieder die Presburger-Arithmetik und sei ' eine Spa-Struktur, so dass es eine Bele-
gung gibt mit A/, 0 E X.

Mpy und N sind nicht isomorph.

Beweis:
Wahle eine Struktur A = (Dpr, Z)s) und die Belegung o mit A/, 0 £ . Beachte, dass " wie
oben gezeigt zur Presburger-Arithmetik Mp, elementar aquivalent ist.

Angenommen N und Mp, waren isomorph. Dann gabe es einen Isomorphismus, also eine
bijektive Abbildung
¢ :Dy — N

welche die Auswertung von Pradikaten und Funktionen respektiert.

Dieser Isomorphismus weist insbesondere o(x) einen Wert zu, wir wahlen
m = @(o(x)) .
Da NV, 0 E X wird der folgende Ausdruck zu wahr ausgewertet:

1N+N...+N1N gN o(x) furallen € N..

n

(Hierbei sei 1 der Wert im Datenbereich von AV, zu dem das Funktionssymbol 1 ausgewertet
wird, und +N, SN die Interpretationen von +, < in V)

Da der Isomorphismus mit dem Auswerten von Pradikaten und Funktionen kompatibel ist,

wird auch der folgende Ausdruck zu wahr ausgewertet:

e M) +Mea i Men o(1N) <Mpa= g (o(x) fiirallen € N

~
n

Angenommen (p(1N) #0 e N, also cp(1N) > 1. Dann erhalten wir insbesondere

m+1 <M o) tMen G Mea (1 V),

m+1 Mal



Gleichzeitig gilt aber fur die Wahln =m + 1

(N sMea  Mea o(1Ny <Mea

NV
n Mal

Daraus folgt m + 1 < m in Presburger-Arithmetik und wir haben einen Widerspruch herge-
leitet.

Es muss also (p(1N) = 0 gelten.

Angenommen (p(ON) = 0, dann folgt wegen der Bijektivitat von ¢ die Gleichheit oV =1V,
Dies ist ein Widerspruch, da dann die abgeschlossene Formel 0 = 1 in der Struktur N wahr
ist, jedoch in Presburger-Arithmetik nicht.

Also muss
(p(ON) =kflireink e NLk#0

gelten.

Die geschlossene Formel —(1 < 0) ist in Presburger-Arithmetik wahr, sie muss also auch in
N wabhr sein, da Mp, und N elementar daquivalent sind. Dementsprechend ist die Formel
1 < 0in A nicht erfillt. Aufgrund der der Definition von Isomorphismus gilt aber, dass die
Wahrheitswerte

(14 MoV = (o) Mo g(0V)) = (0 <M k)

Ubereinstimmen und damit auch 0 < kin Presburger-Arithmetik nicht erfiillt ist. Dies ist ein
Widerspruch, denn 0 < k gilt fuir k > 0 gilt naturlich. [
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