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1 Verbande und der Satz von Knaster
und Tarski

1.1 Verbande in der Programmanalyse

Ziel:

Ermittle Menge der Zusténde, die an einem Programmpunkt eingenommen werden
koénnen (auf Grund von verschiedenen Ausfiihrungen)

Ansatz:

Vereinigung iiber alle Zustédnde, die von Ausfithrungen erreicht werden, die zu diesem
Punkt fithren

1.1.1 Beispiel
p = 5
q = 2;
while (p > q) {
p =p+ 1;
q = q+ 2

}

print p;
Es gibt nur eine Ausfiihrung, die den Punkt 5 mehrfach erreicht und folgende Zustéinde
erzeugt: {(6,2),(7,4),(8,6)}

Problem:

Vereiningung iiber alle Zusténde ist nicht berechenbar (Satz von Rice).

Ansatz:

Abstraktion



e Fiihre das Programm auf abstrakten Zusténden aus, interpretiere die Befehle in
der abstrakten Doméne. Ziel ist es, das gewiinschte Resultat in der abstrakten
Doméne auszurechnen.

e Die konkreten Zustéinde an einem Punkt werden (neben anderen Zustéinden)
durch die abstrakten Zustdnde an diesem Punkt darstellt.

e Bilde den Join (U) der abstrakten Zustidnde Join-over-all-paths (JOP) (in der
Literatur auch Meet-over-all-paths)

e Falls die abstrakten Zusténde einen wollstindigen Verband bilden, existiert der
Join.

1.1.2 Beispiel
Vollstandiger Verband der abstrakten Werte

({0, 0e)

o >

(0, 0€) (e, 0€)

(0,0)

(e,€)

(0, 0e) repriisentiert alle konkreten Zustéinde mit
e p hat einen ungeraden Werte (odd)
e ¢ hat irgendeinen Wert (odd oder even)

Der Join iiber alle abstrakten Ausfithrung, die zu Punkt 5 fithren, ist:

L U (ee) = (ee)
(e,e) U (o,e) = (oe,e)
(oe,e) U (oe,e) = (oe,e)

Warum benétigen wir Fixpunkte?
e Anstelle des JOP, berechne Fixpunkt von Funktionen auf dem Verband
e Unter weiteren Annahmen ist garantiert, dass der Fixpunkt JOP {iberapproximiert

e Satz von Knaster-Tarski sagt, wann Fixpunkte existieren, und in diesem Fall
konnen sie mit Kleene-Iteration berechnet werden



1.2 Partielle Ordnungen und Verbande

e (N, <) ist total geordnet: jeweils zwei Elemente sind in der Ordnung vergleichbar

¢ Einige Doménen sind nur partiell geordnet

1.2.1 Beispiel (Teilmengen von {1,2,3} & Teiler von 12)
Teilmengen von {1, 2,3} beziiglich C
{1,2 3} Teiler von 12 beziiglich | (Teilbarkeit)

{IQ}A\W N\
l/
N

{1,2} und {2, 3} sind unvergleichbar 2 und 3 sind unverglelchbar.

1.2.2 Definition (Partielle Ordnung)
Eine partielle Ordnung (D, <) besteht aus einer Menge D # () und einer Relation
< C D x D mit folgenden Eigenschaften

e reflexiv:Vde D : d < d
e transitiv: Vd,d',d" e D:d<d Nd' <d'=d<d’
e antisymmetrisch: Vd,d' e D:d < d' ANd' <d=d=4d

Binére Relationen lassen sich als gerichtete Graphen auffassen, z.B.

O/_\

{(a,a), (a,b), (b ), (b, d), (d, )} = o bmd e
Partielle Ordnungen liefern besondere Graphen:
e Reflexivitdt = Schleifen an Knoten
e Antisymmetrie = keine nicht-trivialen Kreise

e Transitivitit = Transitivitit der Kanten



1.2.3 Beispiel (Teiler von 12)
Hasse-Diagramm lésst Schleifen und indu-

0 zierte Kanten weg

7\ O N
T L
) v

2
1 1

1.2.4 Definition (Join und Meet)
Sei (D, <) eine partielle Ordnung und X C D.

e Ein Element o € D heifit obere Schranke von X falls < o fiir alle z € X.

e Ein Element o € D heifit kleinste obere Schranke von X (auch Join von X,
Notation: o = LX), falls

— o ist obere Schranke und
— o0 < ¢ fiir alle oberen Schranken o’ von X.
e Ein Element u € D heifit untere Schranke von X falls v < z fiir alle x € X.

e Ein Element v € D heiflt grifite untere Schranke von X (auch Meet von X,
Notation: v = MX), falls

— wu ist obere Schranke und

— o’ < u fiir alle unteren Schranken «’ von X.

Aus der Definition folgt, dass Join und Meet eindeutig sind, falls sie existieren. Ange-
nommen sowohl o als auch o’ sind kleinste obere Schranken. Dann gilt nach der zweiten
definierenden Eigenschaft o < o' und o’ < 0. Mit Antisymmetrie folgt 0o = o'.



1.2.5 Beispiel
@)

e, o
a(g><(gb a und b haben

e c und d als obere Schranken
e aber keine kleinste obere Schranke

1.2.6 Definition (Verband)

e Ein Verband ist eine partielle Ordnung (D, <) in der fiir jedes Paar a,b € D von
Elementen Join a LI b und Meet a M b existieren. Dabei ist a L b Infixnotion fiir
L{a,b}.

e Ein Verband heiflt vollstindig, falls fiir jede Teilmenge X C D von Elementen
Join LUX und Meet MX existieren.

1.2.7 Beispiel

aQ ODb  kein Verband

kein vollstdndiger Verband

1.2.8 Lemma
(1) Ein vollstdndiger Verband (D, <) hat ein eindeutiges kleinstes Element (Bottom)

1l:=Up=nrD

(2) Ein vollstiindiger Verband hat ein eindeutiges grofitest Element (Top)

T: =M@ =0uD

(3) Jeder endliche Verband (D, <) (mit D endlich) ist bereits vollstéandig



1.3 Monotone Funktionen und der Satz von Knaster
und Tarski

1.3.1 Definition (Monotone Funktionen und Fixpunkte)
Sei (D, <) eine partielle Ordnung.

e Eine Funktion f: D — D heifit monoton, falls
r<y= f(z) < f(y)

e Sei f: D — D eine Funktion auf einer partiellen Ordnung (D, <)
— Ein Fizpunkt von f ist ein Element x € D mit f(z) =z
— Ein Pre-Fizpunkt von f ist ein Element z € D mit z < f(x)

— Ein Post-Fizpunkt von f ist ein Element € D mit f(z) <z

1.3.2 Beispiel
>© g postprefix
pre ( ‘ IS e post
pre post fix -2 . c
b %
pre
a

1.3.3 Satz (Knaster und Tarski '55)
Sei (D, <) ein vollstandiger Verband und f : D — D monoton.

(1) Dann besitzt f einen (eindeutigen) kleinsten Fixpunkt, gegeben durch

Ifp(f) := MPostfix(f)

(2) Ferner besitzt f einen (eindeutigen) grofiten Fixpunkt, gegeben durch

efp(f) := UPrefix(f)



Beweis:
Zeige die Behauptung fiir fp(f).

Sei
1 := MPostfix(f)

Zeige zunéchst

)<l

Da l < fiir alle I’ € Postfix(f)

und da f monoton, folgt

f() < f(1") < U fiir alle I” € Postfix(f)

Da [ = MPostfix(f)
folgt

Zeige nun

Mit (¥) gilt:

Damit gilt

f(1) € Postfix(f) und so I < f(I)

Mit Anti-Symmetrie folgt aus (*) und (**)

L= (1)

Damit ist gezeigt, dass [ ein Fixpunkt ist. Beachte, dass jeder Fixpunkt von f auch
ein Postfixpunkt ist und daher in Postfix(f) enthalten ist. Da [ als kleinste untere
Schranke aller Postfixpunkte definiert war, ist [ insbesondere kleiner als jeder andere

Fixpunkt und damit der kleinste Fixpunkt.

Der Beweis fiir gfp geht analog.
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1.4 Ketten

Sei (D, <) eine partielle Ordnung.
e Eine total geordnete Teilmenge K C D heifit Kette wenn sie total geordnet ist:

Vki,ky € K : k1 < kg oder ko < ky

Eine Folge (k;);en heifit aufsteigende Kette, falls

ki § ki+l fir alle: € N

Eine Folge (k;);en heilit absteigende Kette, falls

ki Z ki+1 fir alle: € N

Eine auf-/absteigende Kette (k;);en wird stationdr, falls

neN:Vi>n:k =k,

(D, <) hat endliche Hihe, falls jede Kette K in D endlich viele Elemente hat.

(D, <) hat beschrinkte Hohe, falls es n € N gibt, so dass jede Kette hochstens n
Elemente hat.

1.4.1 Beispiel
(1) (2)
In (N,<) wird jede absteigende A

Kette stationér. (,6 )
&

1.4.2 Definition (Kettenbedingung)
Eine partielle Ordnung (D, <)

o erfiillt die aufsteigende Kettenbedingung (ACC - ascending chain condition), falls
jede aufsteigende Kette ko < k1 < --- stationér ist. (Man sagt auch (D, <) ist
Artinsch, nach Emil Artin.)

e crfiillt die absteigende Kettenbedingung (DCC - descending chain condition) falls
jede absteigende Kette kg > ki > --- stationiir ist. (Man sagt auch (D, <) ist
Noethersch, nach Emmy Noether.)

11



Beachte: ACC und DCC sind unabhéngig von den Verbandsbedingungen.

1.4.3 Lemma
Eine partielle Ordnung hat endliche Héhe gdw. (ACC) und (DCC) erfiillt sind

1.4.4 Definition (Stetigkeit)
Sei (D, <) ein vollsténdiger Verband. Eine Funktion f : D — D heif}t

(1) U-stetig (aufwiirtsstetig), falls fiir jede Kette K in D gilt
fUK) = Uf(K)
={f(R)[k € K}

(2) M-stetig (abwirtsstetig), falls fiir jede Kette K in D gilt
f(OK) =Nf(K)
=n{f(k)|k € K}

1.4.5 Satz (Monotonie impliziert Stetigkeit)
Sei (D, <) ein vollstandiger Verband und f : D — D monoton.

(1) Falls (D, <) (ACC) erfiillt, dann ist f L-stetig.
(2) Falls (D, <) (DCQ) erfiillt, dann ist f M-stetig.

Beweis:
Wir zeigen (1). Der Beweis von (2) geht analog.

Sei K eine Kette in D. Es ist zu zu zeigen:

fUK) = Uf(K).

7 <7 Firalle ke K: kE<UK.
Wegen Monotonie damit auch f(k) < f(UK).
Da dies fiir alle k gilt, gilt auch Uf(K) < f(UK).

7 >7 Wir zeigen zunéchst, dass es in K ein grofites Element gibt, d.h. es existiert
k' € K, so dass fiir alle k € K gilt: k < k'

Angenommen dies ist nicht der Fall, d.h. fiir alle &’ gibt es ein k" € K, so dass
k' und k" unvergleichbar sind oder k” > k gilt. Da alle Elemente einer Kette
vergleichbar sind, kann der erste Fall nie eintreten. Unter der Annahme, dass es
zu jedem Element ein echt grofleres gibt, konnen wir aber eine unendliche echt
aufsteigende Kette konstruieren. Dies ist ein Widerspruch zur aufsteigenden Ket-
tenbedingung (ACC).
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Es gibt also ein grofites Element &’ in der Kette. Damit gilt

fUE) = f(K) < Uf(K).

1.4.6 Lemma
Sei (D, <) ein vollsténdiger Verband und f : D — D monoton.

Die Folge _ ' '
((f*(L))ien mit fO(L):= L und fFH(L) == f(f(L))

ist eine aufsteigende Kette.

Bewets:
Wir zeigen fi(L) < fi+1(L) fiir alle i € N.

IA: (L) =1 < f(L), da L=nD.
IV:  Gelte fi(L) < fi1(L) fiir ein i.

F) = FUFHL)
|S: IV + Monotonie

< FUTHL)) = 721

1.4.7 Satz (Knaster, Tarski, Kleene)
Sei (D, <) ein vollsténdiger Verband und f : D — D monoton.

(1) Ist f U-stetig, dann gilt 4
Ifp(f) = L{f*(L)li € N}

(2) Ist f M-stetig, dann gilt ‘
gfp(f) = n{/*(T)li € N}

Beweis von (1):
Zeige: U{f'(L)|i € N} ist Fixpunkt.

FULF(L)]i e N}
(f U-stetig) = u{f%+1(L)|i € N}
(L=mD) = {fY(L)ieN}

13



Zeige: U{f"(L)|i € N} ist kleinster Fixpunkt.
e Betrachte d € D mit f(d) = d und zeige U{f*(_L)|i € N} ist kleiner
e Induktion nach i € N gibt fi(1) <d fa. i€ N.

IA: f%(L)=L1<d,dal=nD
IV:  Angenommen f¢(1) < d fiir ein i.

v: i—i+1

IV+Mon. Vor

L) =fL) = fld) =4

e Da fi(L) <dfa.ieN folgt

{f (L)li e N} <d

Der Beweis der zweiten Aussage funktioniert analog.

1.4.8 Satz
Sei (D, <) ein vollstéandiger Verband mit (ACC) und (DCC).

Sei f: D — D monoton.

Dann ist
Ifp(f) = L{f'(L)ieN}
= (L) mit f*(L) = f*H(L).
gfp(f) = T{f(T)li e N}
= f(7) mit f*(T) = f**1(T).
Beweis:

Aus Monotonie folgt Stetigkeit wegen (ACC) und (DCC).

Dann Knaster, Tarski und Kleene

14



2 Datenflussanalyse

Ziel:  Analysiere das Verhalten von Programmen statisch, d.h. zur Compile-Zeit

Ansatz: Fixpunktberechnung auf einer abstrakten Doméne

2.1 While-Programme

2.1.1 Definition (Syntax beschrifteter While-Programme)
Die Syntaz von beschrifteten While-Programmen ist durch folgende BNF gegeben:

a == k|lz|ag+az|a—az|a;*as

// Arithmetische Ausdriicke, reprisentieren ganze Zahlen

b = t|a1:a2|a1>a2|—|b|b1/\b2|b1\/bg
// Boolsche Ausdriicke

c == |[skip]' | [z :=a]' | c1;co
| if [b]’ then ¢; else ¢ end
| while [b]' do ¢ end
// Programme, jeder Befehl hat ein Label {

e Dabeisei k € Z,t € B = {0,1} = {false, true} und x € Var
e Ferner wird angenommen, dass alle Labels im Programm verschieden sind

e Beschriftete Befehle werden Bldcke genannt

Programme lassen sich als Kontrollflussgraphen G = (B, E, F) darstellen, dabei ist

B = Blécke im Programm
E = Menge an externalen Blécken (initial oder final)
F C B x B = Flussrelation

15



e Typischerweise reprisentieren Kontrollflussgraphen die Struktur eines Programms
initialer Block

— 1
c= [z = 1] ﬁf}aler Block

while [x > 0]? do

[z = z+y]3; gibt [z > 0]?
[x := x—1]*
end [z:=z+y]?
[v:=xz—1]*

e Es gibt jedoch Datenflussanalysen, die Programme entgegen der Befehlsfolge
(riickwérts) analysieren (Live-Variables zum Beispiel). Daher werden wir bei ei-
ner Datenflussanalyse den zugrundeliegenden Kontrollflussgraphen genau festle-
gen.

e Fiir Kontrollflussgraphen wird angenommen, dass
— der initiale Block keine eingehenden Kanten hat
— die finalen Blocke keine ausgehenden Kanten

Diese Form lésst sich duch Hinzufiigen von skip-Befehlen immer herstellen. Das
obige Beispiel erfiillt die Bedingung fiir initiale Blocke, verletzt aber die Bedin-
gung fiir finale Blocke.

2.2 Monotone Frameworks

Monotone Frameworks nutzen einen vollstdndigen Verband als abstrakte Datendoméne
und imitieren die Befehle des Programms durch monotone Funktionen.

2.2.1 Definition (Datenflusssystem)

Ein Datenflusssystem ist ein Tupel S = (G, (D, <),1, f) mit
e G = (B, E,F) ein Kontrollflussgraph
e (D, <) ein vollstindiger Verband (mit (ACC))
e i € D ein Anfangswert fiir Extremalblocke

e f={fy: D— D|b€ D} eine Familie von Funktionen, eine fiir jeden Block, die
alle monoton sind.
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Hinweis:
Falls man einen vollsténdigen Verband (D, <) benutzen mochte, in dem (DCC) gilt,
kann man den dualen Verband (D, >) verwenden, in dem dann (ACC) gilt.

Die Datenflussanalyse induziert ein Gleichungssystem

K ,falls be B
"TULy (Xo) | (,0) € FY , sonst,

in dem Extremalblocke durch den spezifizierten Initialwert reprisentiert werden und
alle anderen Blocke durch den Join der Werte, die man durch die eingehenden Kanten
erhalt.

Ein Vektor (di,...,dp|) € DIBl heit Losung von S, falls

, )i ,fallsbe E
T\ u{fy (dy) | (/,b) € F} , sonst

Um den Zusammenhang zwischen den Losungen des Gleichungssystems von S sowie
Fixpunkten herzustellen, definiere die Funktion

gs : DIBl — DI

(d1,...,dig) = (dy, ..., d|p)
durch
d,b:{i Jfallsbe B
U{fp(dp) | (b/,b) € F , sonst
2.2.2 Satz

Vektor d=(dy,....dp|) € D!Bl'15st das Gleichungssystem von S gdw. g4(d) = d, d.h.
d ist Fixpunkt von g;

Beachte: Mittels Iteration kann der Kleinste Fixpunkt gefunden werden. Dieser liefert
die préziseste Information.
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2.2.3 Beispiel
Es soll eine Programmanalyse definiert werden, die die Menge an Variablen berechnet,
die an einem Programmpunkt geschrieben worden sind. Betrachte das Programm mit

G=|[p:=1"
¢ = [yi:= 1]%
while [y2 >0]? do
= 2]3;
ond [Y3 ] [y2 >O]2
lys :== 2

Das zugehorige Datenflusssystem ist

S = (G, P ({y1,y2,y3},C), 0, { f1, f2, f3})
mit

Jis fo, f3 0 P ({y1, v2, y3)) — P ({y1, y2,y3})

fl(X) =XU {yl}
f2(X) =X
f3(X) == X U{ys}

Das Datenflusssystem induziert das Gleichungssystem

Xi=0
Xo= X1 U{y1}UX3U{ys}
—_—
=f1(X1) f3(X3)
X3= Xo
<~
f2(X2)

Eine Losung ist (0, {y1,y3}, {v1,93})-

18



2.2.1 Beispiele zu intraprozeduraler Datenflussanalyse

Klassifikation von Datenflussanalysen

Datenflussanalysen lassen sich anhand von vier Parametern klassifizieren:

Richtung der Analyse:
Vorwirts Berechne Information iiber die Vergangenheit von Daten.

Riickwérts Berechne Information iiber das zukiinftige Verhalten von Daten.

Approximation der Information

May Uberapproximiere die Information iiber Daten.

May-Analysen spiegeln jede Information wider, die (méglicherweise) in einem
realen Ablauf eintreten kann.

Damit kénnen May-Informationen nicht verletzt werden.
Allerdings ist nicht garantiert, dass eine Information auch in einem realen Ablauf
erreicht wird.

Must Unterapproximiere die Information iiber Daten.

Must-Analysen spiegeln nur Information wider, die definitiv in jedem realen Ab-
lauf eintritt.

Damit liefern Must-Analysen verlésslich eintretende Informationen.

Allerdings geben Must-Analysen nicht alle eintretenden Informationen wieder.

Beriicksichtigung von Prozeduren

Intraprozedural Analyse einer einzelnen Prozedur, typischerweise main.
Um Programme intraprozedural zu analysieren, nutze Inlining.

Inlining ist bei Rekursion nicht méglich. Intraprozedurale Analysen unterstiitzen
keine Rekursion.

Interprozedural Analyse eines ganzen Programms mit Rekursion.

Beriicksichtigung des Kontrollflusses:

Control-flow sensitive Beriicksichtige die Anordnung der Befehle im Programm.
Die Analyse berechnet separate Information fiir jeden Block.

Vorteil: préizise. Nachteil: ineffizient.

19



Control-flow insensitive Vergiss die Anordnung der Befehle im Programm.
Die Analyse berechnet eine Information fiir alle Blocke.
Vorteil: effizient. Nachteil: unprézise.
Wir betrachten vier klassische Analysen, die alle vier Kombinationen aus Richtung
und Approximation abdecken. Allerdings sind alle vier Analysen conrol-flow sensitiv

und intraprozedural. Folgende Tabelle zeigt die Analysen und den Zusammenhang
zwischen:

Richtung < Wahl des Kontrollflussgraphen mit Extremalknoten
Approximation <> Wahl des Verbandes mit Join und Bottom.

Instanz H Reaching-Definitions ‘ Available-Expr. ‘ Live-Var. ‘ Busy-Expr.
Richtung vorwérts riickwarts
Extremal (E) initaler Block finale Blocke
Fluss. (F) in Programmordnung gegen Programmordnung
Approx. may must may must
Verband (P(Vars x Blocks U{?}),C) (P(AEzp),2) (P(Vars),C) | (P(AEzp),2)
Join (L) U N U N
Bottom (L) 0 AFEzp 0 AFEzp
Anfangsw. (i) {(z,?) |z € Vars} ‘ 0 ‘ Vars ‘ 0
Transferf. (f) Fo(X) := (X \ kill(b)) U gen(b)

Reaching-Definitions-Analyse

Ziel: Berechne fiir jeden Block die Zuweisungen, die es gegegeben haben konnte
(nicht iiberschrieben), wenn eine Ausfiihrung den Block erreicht.-

Klassifikation:

Vorwiértsanalyse, die Information tiber die Vergangenheit von Daten berechnet.

May-Analyse, die das Verhalten aller einzelnen Ausfithrungen iiberapproximiert.
Das heifit, das Verhalten jeder Ausfiithrung ist sicher in der Information enthalten.

Idee:

O ]
NN /N1
. X =N UN,

‘ N = (X \ kill) U gen
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Anwendungen:  Berechnung von Use-Definition- Chains, die angeben, welche Zu-
weisungen (Definitions) von einem Block genutzt werden.

Use-Definition-Chains sind die Grundlage fiir Code-Motion-Optimierungen.

2.2.4 Beispiel
Betrachte ein Programm mit Variablen Vars und Blocken Blocks.

Definiere das Datenflussystem S = (G, (D, =<),i,{fy : D — D |b € Blocks}).
Kontrollflussgraph G = (B, E, F):
B = Blocks, E = initialer Block, F' = Kontrollfluss in Programmordnung.

Verband (D, <):

(D, =) = (P(Vars x (Blocks U{?})), Q).

Es handelt sich um einen (Potenzmengen)Verband.

(ACQ) gilt, da der Verband endlich ist.

Die Bedeutung der Elemente in Vars x (Blocks U {?}) ist wie folgt:

(z,?7) = x ist moglicherweise noch nicht initialisiert.

(z,b) = x hat moglicherweise die letzte Zuweisung von Block b erhalten.
Anfangswert i:
{(z,?) | x € Vars}.
Transferfunktionen f, : D — D:

fo : P(Vars x (Blocks U {?})) — P(Vars x (Blocks U {?}))
X — (X \ kill(b)) U gen(b)

Die Mengen kill(b), gen(b) C Vars x (Blocks U {?}) sind

/ / o L b
ilI(D) = {é(a?)} U {(2,0) | V' € Blocks}, flrlltb Y

//Zuweisungen, die von Block b iiberschrieben werden.

S0 = | ‘= a b
gen(b) := {{(va)}n falls b = | ]

0, sonst.

//Zuweisungen, die von Block b generiert werden.

Die Transferfunktionen sind monoton.
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Betrachte das Beispielprogramm

Die Transferfunktionen sind

Block I Kill(b) | gen(b) || fo(X)

[w:=5" [ {(2,?), (2, 1), (2,5)} | {(x, D} || X\ {(x,),(,1),(2,5)}) U{(z, 1)}
%/1:=if§ {(v:7), (5, 2), (y,4)} {(y 2} || X\ A{(w, ) (v, é%(y74)})lJ {(v,2)}
T >

y=ay" || {®.7).(¥2), 4} {@,H (X\{ {(y,4)}

(: ), (y,2), (g, 4) P U
wi=a— 1 || {(@.2), (0. @5) | {@5) | X\ {@.2). (@1). @5} U{(5)

In der Tabelle sind die kill(b) Mengen auf die Blécke eingeschriinkt worden, die eine
Zuweisung auf die jeweilige Variable durchfiihren.
Das vom Datenflusssystem induzierte Gleichungssystem ist
X1 ={(=,7), "}
N————

=1

Xa = (Xl \ {(xv ?)7 (Iv 1)7 (Iv5)}) U {(Iv 1)}

=f1(X1)
X3 = (X2 \{( "), (%,2), (v, U{2)HU((Xs\ {(z,7), (z,1), (2,5)}) U{(z,5)})
=f2(X2) =f5(X5)

X4 = X3
X5 = (Xs\{(»7), (¥,2), (y,H)}) U{(y, )}
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X1={(z,7), (¥ N}

Xo = (X1 \ {(z,?), (z, 1), (=,5)}) U{(z, 1)}

X3 =((X2\{(%7), ¥2), (4%} U{2)H U (X \{(=,?),(z,1),(z,5)}) U{(z,5)})
X1 =X

X5 = (X4 \ {(y7 ?)7 (y7 2)7 (y7 4)}) U {(y74)}

Berechne eine Losung des Gleichungssystems durch Iteration von
gs : P(Vars x (Blocks U{?}))® — P(Vars x (Blocks U {?}))®

auf | von (P(Vars x (Blocks U{?}))%, C®) bis zum kleinsten Fixpunkt:

Tter. (d1 dy ds dy ds)

93(1) ® 0 0 0 0)

95(L) | (=), (w.N} {(=, 1)} {(,2),(z,5)} 0 {w,9})

9(L) | @), w7} {w7, (1)} {(=1),(y2),(y4),(z,5)} {®,2),(=,5)} {9}

95D | @7, w0} {7, (@D} {=1),%2), (%4, (5} {(z1),(2),(y4),(5)} {=,5)(y, 9}

95(L) | @2, w7} {7, (@D} {(=1),(42), (%4, (5} {(1),(%2), (44,5} {(=1),(@5)(y49})

93(L) | {7, {7, (1)} {(=1,(42),%4, (=5} {(1),2), 44,5 {(1),(5),@y )}
Es gilt gs(g&(L)) = g&(L). Also ist g&(L) der kleinste Fixpunkt.

Tter. (ds da ds ds ds)

93(1) ® 0 0 0 0)

95(L) | {7, (y, 7} {(z, 1)} {(,2),(=,5)} 0 {w, 9}

9(L) | {7, {7, (@1} {(z,1),(2),(y4),(z5)} {®,2),(=,5)} {w,9})

93D | (@7, {7, (@0} {(=1),2), (%4, (5} {(z1),(42),(4),(5)} {(=,5)(y,9)})

95(L) | @7, {7, (@D} {(=1),(%2), (%4, (5} {(1),(%2), (44,5} {(=1),(5), (49}

93(L) | {7, w7} {w7), (1)} {(=1,(42),%4, (5} {(1),2), (44,5} {(1),(5),@y )}
Die kleinste Losung des Gleichungssystems ist

X1 ={(=,7),(y,7)} Xo={(y,7),(z,1)}

X3 = {(xv1)5(3/72)’(2474)7(3:’5)} Xy =
X5 = {(3;‘, 1)’ ($7 5)’ (ya 4>}

Die kleinste Losung ist die gewiinschte Information.

Groflere May-Information bedeutet Informationsverlust.

Available-Expressions-Analyse

Ziel: Berechne fiir jeden Block die Ausdriicke, die auf allen Pfaden zu dem Block
definitiv berechnet worden sind (nicht zwischendurch geéndert).
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Klassifikation:
Vorwértsanalyse, die Information iiber die Vergangenheit von Daten berechnet.
Must-Analyse, die das gemeinsame Verhalten aller Ausfithrungen unterapproximiert.

Das heifit, die berechnete Information gilt definitiv fiir alle Ausfithrungen.

Idee:
O

]
N\\ /N1
- X = N1 NNy

N = (X \ kill) U gen

Anwendungen: Vermeide erneute Berechnung bekannter Werte.

2.2.5 Beispiel

Betrachte ein Programm mit Teilausdriicken A Fxp und Blocken Blocks.
Nutze AFEzp(a) fiir die Teilausdriicke von a € AExp.

Nutze Vars(a) fiir die Variablen von a € AEzp.

Definiere das Datenflussystem S = (G, (D, =<),i,{fy : D — D | b € Blocks}).
Kontrollflussgraph G = (B, E, F):
B = Blocks, E = initialer Block, F' = Kontrollfluss in Programmordnung.

Verband (D, <):

(D, =) = (P(AEzp), 2).

Es handelt sich um einen (dualen Potenzmengen)verband.
(ACC) gilt, da der Verband endlich ist.

Anfangswert i:
0.

Transferfunktionen f, : D — D:

fo : P(AExp) — P(AExp)
X = (X \ kill(b)) U gen(b)
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Die Mengen kill(b), gen(b) C AFEzp sind

. {a' € AExp | x € Vars(a')}, fallsb= [z :=a]’
Kill(b) = { . .

// Teilausdriicke, die = enthalten und daher von Block b geéndert werden.

{a’ € AErp(a) |z ¢ Vars(a')}, falls b= [z :=a]’
gen(b) := < AExp(cond), falls b = [cond)]”
0, sonst.

// Teilausdriicke, die von Block b genutzt werden.

Beachte, dass bei einer Zuweisung, deren rechte Seite den zugewiesenen Wert beinhal-
tet, die entsprechenden Ausdriickte nicht available werden, da sich ihr Wert &ndert
(z.B. &ndert sich durch die Zuweisung a := a + 1 der Wert von a + 1). Daher ist die
Einschriinkung = ¢ Vars(a') oben notig.

Die Transferfunktionen sind monoton.

Betrachte folgendes Beispielprogramm:

[x:=a+b]l; ly := ab]?

[y:=ab]?;

while [y > at+b]3 do
[a:=a+1]%;
[x:=a+b]®;

end

Die Transferfunktionen sind
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Block I Kill(b) | gen(b) || (X))

Das vom

[v:=a+b]! [ {a + b} X U{a+b}
[y := ab]? ) {ab} X U{ab}
ly > a+b)? 0 {a + b} X U{a+0}
l[a:=a+1]* || {a+b,ab,a+1} 0 X \{a+b,ab,a+1}
[x:=a+0b]° ) {a + b} X U{a+0b}
Datenflusssystem induzierte Gleichungssystem ist

X1=_0

~

=i
Xo=X1 U {a+b}
N————
=f1(X1)
X3 = (X2 U{ab})N (X5 U {a+0b})

=f2(X2) =f5(Xs)
X4 =X3U{a+b}
X5 =X4\{a+b,abja+1}

X1=10

X2:X1U{a+b}

X3 = (X2 U {ab}) N (X5 U {a +b})
X4:X3U{a+b}

X5 =X4\{a+b,ab,a+ 1}

Berechne eine Losung des Gleichungssystems durch Iteration von

gs : P(AEzp)® — P(AEzp)®

auf | von (P(AEzp)®,2°) bis zum kleinsten Fixpunkt:

Iter. (d1 do ds dy d5)
g2(L) | {a+b,aba+1} {a+b,abja+1} {a+b,aba+1} {a+babja+1} {a+b,aba+1})
gs(L) (0 {a+b,ab,a+1} {a+b,aba+1} {a+b,ab,a+ 1} 0)
g%(1) (0 {a + b} {a + b} {a+b,ab,a + 1} 0)
g5(L) ® {a+ b} {a+ b} {a+b} 0)
g4S(J_) (0 {a + b} {a + b} {a +b} 0)
Es gilt gs(g2(L)) = g2(L). Also ist g3(L) der kleinste Fixpunkt.
Iter. (dq do ds dy ds)
g2(L) | {a+b,aba+1} {a+b,abja+1} {a+b,aba+1} {a+baba+1} {a+b,aba+1})
g (L) (0 {a+b,abja+1} {a+b,aba+1} {a+b,aba+1} 0)
g% (1) (0 {a+0b} {a+ b} {a+b,ab,a+1} 0)
g3 (L) (0 {a + b} {a + b} {a +b} 0)
95(L) ® fa+0} {a+0} {a+0} 0)
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Die kleinste Losung des Gleichungssystems ist
X1:®:X5 X2:{a+b}:X3:X4.

Die kleinste Losung ist die gewiinschte Information.

GroBere (bzgl. 2) Must-Information bedeutet Informationsverlust.

Bemerkung: Wir haben hier den grofiten Fixpunkt auf dem Potenzmengenverband
(P(AExp), C) berechnet.

Durch Dualisierung des Verbandes zu (P(AEzp),2) konnten wir eine kleinste Fix-
punktberechnung und so unser Framework mit (ACC) nutzen.

Live-Variables-Analyse

Definition:  Eine Variable heif3t lebendig am Ausgang eines Blocks, falls es einen
Ablauf von diesem Block zu einem anderen Block geben kénnte (nicht iiberschrieben),
der die Variable in einer Bedingung oder Zuweisung (rechte Seite) nutzt.

Am Ende des Programms sind alle Variablen lebendig.

Ziel:  Berechne fiir jeden Block die Variablen, die am Ausgang lebendig sind.

Klassifikation:

Riickwértsanalyse, die Information tiber die Zukunft von Daten berechnet.

May-Analyse, die das Verhalten aller einzelnen Ausfiithrungen iiberapproximiert.
Das heifit, das Verhalten jeder Ausfithrung ist sicher in der Information enthalten.

Anwendungen:
Register-Allocation: Falls x lebendig ist, wird die Variable vermutlich bald genutzt und
sollte ein Register erhalten.
Ist = nicht mehr lebendig, kann das Register neu vergeben werden.
Dead-Code-Elimination: Ist x am Ausgang einer Zuweisung (zu x) nicht lebendig, kann
die Zuweisung entfernt werden.

Auf dhnliche Weise lassen sich Variablen zusammenfassen: sind x und y nie gemeinsam
lebendig, verwende eine Variable z.

2.2.6 Beispiel
Betrachte ein Programm mit Variablen Blécken Blocks und Variablen Vars.
Ferner sei Vars(a) die Menge der Variablen in einem Ausdruck a.

Definiere das Datenflussystem S = (G, (D, =<),i,{fy : D — D | b € Blocks}),
Kontrollflussgraph G = (B, E, F):
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B = Blocks, E = finale Blocke, F' = Kontrollfluss gegen die Programmordnung.

Verband (D, <):

(D, =) = (P(Vars), Q).

Es handelt sich um einen (Potenzmengen)verband.
(ACC) gilt, da der Verband endlich ist.

Anfangswert i:
Vars (am Ende des Programms sind per Definition alle Variablen lebendig).
Transferfunktionen f, : D — D:

o : P(Vars) — P(Vars)
X — (X \ kill(b)) U gen(b)

Die Mengen kill(b), gen(b) C Vars sind

kill(b) = {{96}, falls b = [z := a]®

0, sonst.

//Variablen, die von Block b iiberschrieben werden.

Vars(a), falls b = [z := a]®
gen(b) := < Vars(cond), falls b= [cond]®
0, sonst.

//Variablen, die von Block b genutzt werden.

Die Transferfunktionen sind monoton.
Betrachte das Beispielprogramm ¢ an der Tafel. (Fehlt hier leider.)

Die Transferfunktionen sind

Block || kill(b) | gen(d) || fo(X)
[z:=2]" [ {«} 0 X\ {z}
[y:=4 || {y} 0 X\ {y}
=1 || {«} 0 X\ {z}
ly > 0]* 0 {y} X U{y}

[z:=al || {2} | {z} || (X\{z})U{a}
2=y || {z} | {v} || X\ {zh)ufy}
[z=2]" || {z} | {z} || X \{=zhu{z}
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Das vom Datenflusssystem induzierte Gleichungssystem ist
X1 =X2\{y}
X2 = X3\ {z}
X3 = X4 U{y}
Xa = (X5 \ {z}) U{z}) U (X6 \ {z}) U{y})
=f5(Xs) =f6(Xe)
X5 = (X7 \{z}) U {z}
Xo = (X7 \{z}) U {z}
X7 ={x,y, 2}
N

=1

X1 =X\ {y}
Xo = X3\ {z}
X3 =X4U{y}
X = (X5 \{z}) U{z}) U (X6 \ {z}) U{y})

X5 = (X7 \ {z}) U {z}
Xe = (X7 \ {z}) U {z}
X7 ={z,y,2}

Berechne eine Losung des Gleichungssystems durch Iteration von
gs : P(Vars)” — P(Vars)”

auf | von (P(Vars)”,C") bis zum kleinsten Fixpunkt:

Tter. | (di  da  ds da ds de dr)
ge (L) ] (@ ] ] ] 1] 0 0)
gs(L) | @ 0 {y} Av,x} {z}  {z}  A{z,u.2))
g3(L) | 0 {v} A{v,x} {v,x} {v,z2} {y,2} {z,4.2})
() | @ {v} {yz} {v.e} {y.2} {y.2} {z92})
Es gilt gs(g%(L)) = g%(L). Also ist g%(L) der kleinste Fixpunkt.
TIter. | (& do  ds da ds ds dr)
gz(L) | (@ 0 0 0 0 [} 0)
gs(L) | @ 0 {y} Av,x} {2} {z}  A{zw.2))
g3(L) | 0 {v} A{v,x} A{v,x} {v,2} {y.2} {z,4.2})
gq(L) | 0 {y} A{v,x} A{v,x} {v,2} {y,2} {z,4,2})

Die kleinste Losung des Gleichungssystems ist

X, =0 Xy = {y}
Xdz{y7x}:X4 X5:{yaz}:X6
X7 = {’l,’,y,Z}.
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Die kleinste Losung ist die gewiinschte Information.

Groflere May-Information bedeutet Informationsverlust.

Der Block [x := 2]! kann entfernt werden.

Very-Busy-Expressions-Analyse

Definition:  Ein Ausdruck heifit very busy am Ausgang eines Blocks, falls der
Ausdruck auf jedem Pfad, der von diesem Block ausgeht, verwendet wird, bevor eine
der enthaltenen Variablen neu geschrieben wird.

Ziel: Berechne fiir jeden Block die Ausdriicke, die am Ausgang very busy sind.

Klassifikation:

Riickwértsanalyse, die Information tiber die Zukunft von Daten berechnet.
Must-Analyse, die das gemeinsame Verhalten aller Ausfithrungen unterapproximiert.

Das heif3t, die berechnete Information gilt definitiv fiir alle Ausfiihrungen.

Anwendungen:

Hoisting-Expressions: Betrachte eine Schleife mit einem Block z := (a + b)y, wobei
a + b von der Schleife nicht geéindert wird. Dann lédsst sich eine Zuweisung ¢ := a + b
vor der Schleife einfiigen und = := (a + b)y durch x := ty ersetzen.

2.2.7 Beispiel

Betrachte ein Programm mit Teilausdriicken A Exp und Blocken Blocks.
Nutze AFEzp(a) fiir die Teilausdriicke von a € AFEzp.

Nutze Vars(a) fiir die Variablen von a € AEzp.

Definiere das Datenflussystem S = (G, (D, =<),i,{fy : D — D | b € Blocks}).

Kontrollflussgraph G = (B, E, F):
B = Blocks, E = finale Blocke, F' = Kontrollfluss gegen die Programmordnung.

Verband (D, <):

(D, =) = (P(AEzp), 2).

Es handelt sich um einen (dualen Potenzmengen)verband.
(ACQ) gilt, da der Verband endlich ist.

Anfangswert i:

0.
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Transferfunktionen f;, : D — D:
fo : P(AExp) — P(AExp)
X = (X \ kill(b)) U gen(b)
Die Mengen kill(b), gen(b) C AExp sind
Rill(h) = {éfl/ € AEzp | x € Vars(a)}, Zilrllssf = [z :=a)’

//Teilausdriicke, die x enthalten und daher von Block b geidindert werden.

AEzp(a), falls b = [z := a)’
gen(b) := ¢ AExp(cond), falls b= [cond]®
0, sonst.

// Teilausdriicke, die von Block b genutzt werden.
Die Transferfunktionen sind monoton.
Betrachte das Beispielprogramm ¢ an der Tafel. (Fehit hier leider.

Die Transferfunktionen sind

Block || Kill(b) | gen(d) ||  fo(X)

[a > 0] 0 0 X
[z :=b— a]? ) {b—a} || XU{b—a}
[y :=a— b 0 {a—0b} || XU{a—b}
[y :==b—a]* ) {b—a} || XU{b—a}
[z :=a—b]° 0 {a—b} || XU{a—b}

Das vom Datenflusssystem induzierte Gleichungssystem ist
X1 = (XaU{b—a})N(XsU{b—a})
=f2(X2) =fa(Xa)
Xo = X3U {a — b}
Xg= 0
~
X4 =X5U {(l — b}
Xs5= 0
-~

=i

X1 =XoU{b—a})N(XaU{b—a})
X2:X3U{a—b}

X3=10
X4:X5U{(l—b}
X5=10
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Berechne eine Losung des Gleichungssystems durch Iteration von
gs : P(AEzp)® — P(AEzp)®

auf | von (P(AEzp)®,2%) bis zum kleinsten Fixpunkt:

Iter. (dq do ds dy ds)
g2(L) | {a—bb—a} {a—bb—a} {a—bb—a} {a—bb—a} {a—bb—a})
gs(L) | {a—bb—a} {a—bb—a} 0 {a —b,b—a} 0)
(L) | fa—bb—a}  {a—b) 0 {a—1b} )
gg(J_) ({a—b,b—a} {a — b} 1] {a — b} 0)

Es gilt gs(g%(L)) = g%(L). Also ist gZ(L) der kleinste Fixpunkt.

Iter. (dq do ds dy ds)
g2(L) [ {a—bb—a} {a—bb—a} {a—bb—a} {a—bb—a} {a—bb—a})
gt(L) | {a—bb—a} {a—bb—a} 0 {a —b,b—a} 0)
93(L) | {a—bb—a} {a—1b} 0 {a—b} 0)
gg(J_) ({a—b,b—a} {a — b} 1] {a — b} 0)

Die kleinste Losung des Gleichungssystems ist
Xlz{a—b,b—a} ng{a—b}:X4 X3:®:X5.

Die kleinste Losung ist die gewiinschte Information.

GroBere (bzgl. 2) Must-Information bedeutet Informationsverlust.

Bemerkung: Wir haben hier den gréfiten Fixpunkt auf dem Potenzmengenverband
(P(AExp), C) berechnet.

Durch Dualisierung des Verbandes zu (P(AExp),2) konnten wir eine kleinste Fix-

punktberechnung und so unser Framework mit (ACC) nutzen.

Distributive Frameworks

Eine Funktion f auf einem endlichen Verband (D, <) heifit distributiv, falls fur alle
a,b € D gilt: f(a) U f(b) = f(aUb). (Beachte, dass 7 < 7 fiir monotone Funktionen
immer gilt.)

Werden Datenflusssysteme S = (G, (D, =),i,{fs : D — D | b € Blocks}) betrachtet,
deren Transferfunktionen f; nicht nur monoton sondern distributiv sind, dann spricht
man von einem distributiven Framework.

In den obigen vier Beispielen nutzten alle Verbénde die Doméne (P(A),C) iiber einer
endlichen Menge A und mit C € {C, 2}.

Ferner waren die Transferfunktionen f; : P(A) — P(A) definiert durch

fo(X) := (X \ kill(b)) U gen(b) mit kill(b), gen(b) C A.

32



Werden nur Datenflusssysteme der Form S = (G, (P(A4),C), 4, f) mit f bestehend aus

Gen/Kill-Transferfunktionen betrachtet, spricht man von einem Bitvektor-Framewortk.
Der Grund fiir den Namen ist, dass sich die Datenflussmengen in P(A) als Bitvektoren
darstellen lassen.

2.2.8 Satz
Bitvektor-Frameworks sind distributive Frameworks.

Effizientere Fixpunktberechnung

Beobachtung: Die Fixpunktberechnung bestimmt den Wert von X, in jedem
Schritt neu — auch wenn sich die Belegung der Variablen der Vorgéngerblocke nicht
gedndert hat.

Idee: Modifiziere die Fixpunktberechnung, so dass Variablen X} nur bei Anderung
der Eingabe neu berechnet werden.

Ansatz: Fiihre Worklist in die Fixpunktberechnung ein.

2.2.9 Algorithmus
Worklist-Algorithmus fiir 1fp

Eingabe: Datenflusssystem S = (G, (D, <),4, f) mit G = (B, E, F)
Variablen: X, fiir Blocke b € B, initial X; = L

W Worklist, initial W = ¢
for all (b,V') € F do W := W.(b, V') endfor
for all b € F do X := i endfor
while W # ¢ do
pop (b,b') from W;
if fb(Xb) ﬁ Xb/ then
Xy i= X U fo(Xp);
for all (v',0") € F do
if (v/,b0") ¢ W then W := W.(V/,b"”) endif
endfor
endif
endwhile

Ausgabe: X, fiir jeden Block b € B.
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2.2.10 Satz
Sei das Datenflusssystem S die Eingabe fiir obigen Algorithmus. Der Algorithmus

terminiert und berechnet Ifp(gs).
2.2.11 Beispiel
Available-Expressions-Analyse am Beispielprogramm mittels Worklist:

Nach Initialisierung:

W = (1,2).(2,3).(3,4).(4,5).(5,3)

X, =0

X5 = AExp
X3 = AFExp
X, = AExp
X5 = AExp

Es gilt f1(X1) ={a+0b} 2 AExp = Xs, also X3 := AEzp N {a + b}.
Die Kante (2,3) ist noch in der Worklist enthalten.

Nach Iteration 1:

W = (2,3).(3,4).(4,5).(5,3)

X1=0

X5 = {a+b}
X3 =AFExp
X, =AExp
X5 = AEzxp

Es gilt fo(X2) ={a+b,ab} 2 AEzp = X3, also X5 := AExp N{a+ b,ab}.
Die Kante (3,4) ist noch in der Worklist enthalten.

Nach Iteration 2:

W = (3,4).(4,5).(5,3)

X1=0
Xo={a+0b}
X3 ={a+0b,ab}
X, =AExp

X5 = AExp
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Es gilt f3(X3) ={a+b,ab} 2 AFEzp = X4, also X4 := AExp N{a+ b, ab}.
Die Kante (4,5) ist noch in der Worklist enthalten.

Nach Iteration 3:

W =(4,5).(5,3)
X1=0

Xo ={a+1b}
X3 ={a+0b,ab}
X4 ={a+0b,ab}
X5 = AFExp

Es gilt f4(X4) =0 2 AExp = X5, also X5 := AFEzp N 0.
Die Kante (5,3) ist noch in der Worklist enthalten.

Nach Iteration 4:

W = (5,3)

X =10

Xo ={a+1b}
X35 ={a+0b,ab}
X4 ={a+0b,ab}
X5 =10

Es gilt f5(X5) ={a+b} 2 {a+b,ab} = X3, also X3 := {a+b,ab} N {a+ b}.
Die Kante (3,4) wird der Worklist hinzugefiigt.

Nach Iteration 5:

W = (3,4)

X1 =0

Xo ={a+ b}
X5 ={a+0b}
X4 ={a+0b,ab}
X5 =10

Es gilt f3(X3) ={a+b} 2 {a+b,ab} = Xy, also Xy := {a+b,ab} N {a+ b}.
Die Kante (4,5) wird der Worklist hinzugefiigt.
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Nach Iteration 6:

Es gilt f4(X4) =0 2 0= X.
AuBlerdem ist die Worklist nun leer.

Damit terminiert der Algorithmus.

W = (4,5)
X1 =

Xy = {a+ b}
X3 ={a+b}
X4 ={a+b}
X5=10
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2.3 Join-Over-All-Paths

Bisher: Datenflussanalyse durch Losung des Gleichungssystems, das von einem
Datenflusssystem S induziert wird.

Problem:
e Die Fixpunktlosung ist manchmal unprézise

e Sie bildet den Join der Datenflussinformationen in jedem Berechnungsschritt

LFP,iter2 __ LFPiterl LFPiterl
ng = fo (Xbl ) U feo (Xbo )

e Damit sind die zukiinftigen Berechnungen von dieser zwischenzeitlichen Abstrak-
tion betroffen und werden ebenfalls unpriizise (und durch weitere Abstraktion
noch unpréziser)

Idee:  Abstrahiere (Join) nur am Ende der Berechnung.

2.3.1 Definition
Sei S = (G, (D,<),i,f) mit G = (B, E,F) ein Datenflusssystem Fiir jeden Block
b € B sei

paths(b) = {W:bl...bn_l € B* | kZl,bl EE,bk:b,(bi,bH_l) EFV1§i<k’}

die Menge der Pfade, die von einem Extremalknoten zu b fiithren.

Gegeben einen Pfad m = by ...bg—1 € paths(d), definieren wir die Transferfunktion
fr : D — D mittels

fr=1foo_,0...0fp 0id
(also f. =1id)

Die join-over-all-paths (JOP)-Lésung von S ist

JOP(S) = (X{°F, ..., X 9")

mit
XJOF .= U{f(i) | = € paths(b)}.
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2.3.2 Beispiel (Fixpunktlosung vs. JOP-L6sung)
Betrachte das Programm c¢

if [2>0] then

[x:=2]?
[y:=3]°
else
[x:=3]"%
[y:=2]";
end
[2:=x+y]°
[skip]”

Wir fithren eine Constant-Propagation-Analyse durch.
Sei S das Datenflusssystem.
Die Fizpunktlosung von S lautet

XEEP — (1,1, 1)

1,1,1)
2,1,1)
1,1,1)

(
XLFP (
=(
(

XEFP — (3,1, 1)
(
= (
(

LFP

XLFP

XEFP = (2,3, 1)U(3,2, 1)
T,T,1)

XEEP — (T, 7,7T)

Die JOP-Losung von S fiir Block 7 liefert:

X%]OP = fb1b2b3b6 (J-7 J—7 J—) U fblb4b5b6 (J" J" L)
=(2,3,5)U(3,4,5)
- (Ta T? 5)

Beachte:
e paths(b) ist typischerweise unendlich
e Es ist daher nich klar, ob X;/9F berechnet werden kann

Tatséchlich ist JOP oft zu gut, um berechenbar zu sein.
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2.3.3 Satz (Kann, Ullman 1977)
Die JOP-Losung fiir Constant-Propagation ist nicht berechenbar.

Bewets:
Reduktion (einer modifizierten Version) von Posts Korrespondenzproblems auf die

Berechnung der JOP-Losung.
Eingabe von PCP: Paare (u1,v1),..., (un,v,) von Worten iiber {0,...,9}

Frage:

e Gibt es eine Indexfolge i7 .. .4 in {1,...,n} mit ¢; = 1 (dies macht das Problem

nicht leichter) so dass
Uiy oo Ujy, = Viy -+ - Vg,

Zur Reduktion sei |u| fiir die Linge des Wortes u € {0, ...,9}* und [u] die von u
dargestellte natiirliche Zahl.

Betrachte folgendes Programm:

y = v
while (true) do
if (true) then
x = xx10M“) 4 [uy];
y = yx10/l 4 [uy];
else

// analoger Code fuer wus bis u,_;

if (.true) then
x = xx101%! 4 [u,];
y = yx10n! 4 [v,];
else
skip;
end // endif zu u,

end // endif zu w
end // zu while
b = [z:=sign((z—y)?)]® // 1 wenn x#y, 0 sonst
b = [skip]’

e Beachte: Constant-Propagation ist eine syntaktische Analyse, d.h. die Schleifen-
bedingungen und die If-Bedingungen spielen keine Rolle.
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e Falls PCP eine Losung hat, dann gibt es einen Pfad, der an Block b x = y liefert
und damit bei b’ z = 0 liefert

e Ansonsten ist z konstant 1 bei b'.

Es gilt also X;9F =1 gdw. PCP hat keine Losung. O

Allerdings ist X/*'F immer eine sichere Approximation von X;/ or,

2.3.4 Satz (Zusammenhang zwischen LFP und JOP)
Sei S = (G, (D, <),1, f) ein Datenflusssystem mit G = (B, E, F).

Seilfp(gs) = (XEFT, ... 7XbL‘j;P) die Fixpunktlésung und sei JOP(S) = (X;/°F, ... ’X5]|2|P)
die JOP-Losung.

(1) Fiir alle b € B gilt X/9F < XLF'P
(2) Falls alle Transferfunktionen distributiv sind (distributive Frameworks), gilt sogar

JOP __ yLFP
Xb - Xb

Beweis:
Zu (1): Definiere

X[OP" = U{f2(3) | 7 € paths(b) mit || < n}

Dann gilt:

XJOF = u{x]°P" | n e N}
Zeige nun:

XJOP" < XEFFP fa.neN
Dann folgt

L{X]OP"™ | n e N} < X[EFP
Zeige:

X,;]OP’” < X[ fa. n € N durch Induktion nach n (simultan fiir alle Blocke b).

IA:  Falls es keinen Pfad der Léinge 0 gibt, so ist X,;]OP’” =up=1< XbLFP.

Falls es einen Pfad der Lénge 0 gibt, gilt b € Extremalknoten und somit

fo(i) =id(i) =i = XFFP

IV:  Angenommen die Behauptung gilt fiir X l;] OPm
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IS:  Dann gilt
XEFP
= U{fy (X"7) | (V',0) € F}
(IV und Monotonie) > U{ fy (X;°F™) | (v',b) € F}
(Def. JOP) = U{fy (U{f=(i) | |7| < mn,m € paths(b')}) | (V',b) € F}
fl@uf®) < flaub)  =0{U{fy (f2()) | In| <n,m € paths(t)} | (V',b) € F}
=U{fr(i) | || <n+1,7" € paths(b)}

Zu (b): Hausaufgabe.
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3 Interprozedurale Datenflussanalyse

Ziel: Datenflussanalyse fiir rekursive Programmen

Problem: Beriicksichtigung der Call-Return-Beziehung bei Prozeduraufrufen (Re-
turn zum richtigen Call-Block).

Idee: Berechne JOVP-Lésung (join-over-all-valid-paths)

Zwei Techniken:

Procedure-Summaries  Berechne den Effekt f, : D — D einer Prozedur p.

Call-Strings  Fiihre eine abstrakte Version des Stacks als Datenflussinformation
mit.

3.1 Rekursive Programme

3.1.1 Definition (Rekursives Programm)
Ein rekursives Programm ist definiert als Folge von Prozeduren:

prog ::= proc|[main ()] begin c¢ [end]**"
| prog; prog[p ()] begin ¢ [end]<"
C = wie bisher I [p()]:{éilurn

Keine Parameter, keine return-Werte, aber

e alle Variablen in main() global, d.h. sichtbar innerhalb der Prozeduren. (Damit
lassen sich Parameter und return-Werte nachbilden.)

e Prozeduren kénnen lokale Variablen definieren.

e Es wird angenommen, dass alle Prozeduren verschieden heiflen.

e Entry- und Exit-Blocke garantieren, dass es einen Anfangs- und Endblock gibt.
e Blocke [p()]cl  haben zwei Label.

return
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Auch rekursive Programme werden als Kontrollflussgraph dargestellt:

e Fiir jede Prozedur p in prog, sei
Gp = (Bp, Ep, Fy)

der Kontrollflussgraph, der wie bisher konstruiert wird.

Gprog:=( 1 By, i Ep. & FoIF)

peprog peprog PGPTOQ

e Dann ist

der Kontroliflussgraph von prog.
Dabei ist der interprozeduale Flow I'F definiert als

IF := {(call, entry, exit,return) | eine Prozedur von prog enthilt
[pOJE2A,, mit procip()*" *beginclend)“*}

return

3.1.2 Beispiel
Warum brauchen wir die 4-Tupel?

proc [maln ()]! begin

f(x )]2 then
| (p()]i;
(P()]8;
end b ’ a
[end}; . 5 3
1[3223][5()] begin 6 4

o 123894 ist giiltiger Pfad
e 123896 ist kein giltiger Pfad

e idhnliche Probleme treten mit dem Riicksprung aus geschachtelten Rekursionen

auf:
callq
e —
falsch

main
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3.1.3 Definition (Giiltige Pfade)
Sei G = (B, E, F,IF) ein Kontrollflussgraph.

Dann ist die Menge der giiltigen Pfade von Iy zu ls, definiert durch die kontextfreie
Grammatik (CFG)

I'= ({Nl,l’ | l,l/ c Lab}, Lab ,P, Nl1712 )

Terminale

nicht-Terminale Startsymbol

mit Produktionen
NU — 1

Ny — U= Np g mit (l,l/) eF
Neair,g = call - Nentry exit * Nreturn, mit (call, entry, exit, return) € IF

3.1.4 Definition (JOVP-L&sung)
Sei S = (G, (D, <),1, f) ein (rekursives) Datenflusssystem.

Die JOVP-Léisung (join-over-all-valid-paths) ist
JOVP(S) = (Xx{°VF,..., x/5"") € DIP!
mit
XJOVP — L {f.(i)|r € validpaths(l,nin, Iy ) mit (b',b) € F}

//Alle Pfade bis zu und einschliefllich dem Vorgéngerblock von b.

Korollar
1. JOVP(S) < JOP(S)

(Hier werden alle Pfade betrachtet, Call-Return-Beziehungen nicht beriicksich-
tigt.)

2. JOVP(S) ist nicht berechenbar, da die intraprozedurale Analyse ein Spezialfall
ist.
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3.2 Der funktionale Ansatz

Ziel: Fixpunktgleichungen, die ungiiltige Pfade vermeiden.

Idee:
e Transferverhalten von Prozeduren (Procedure-Summary)

e Vermeide dann Analyse innerhalb von Prozedurriimpfen

Genauer:
e Jeder gewohnliche Block b = [z := a]' hat eine Transferfunktion
fo:D—D
die die Datenflussinformation #ndert.
e Angenommen fiir Prozedur p hétten wir eine Transferfunktion
fp:D—D
die das Verhalten von p zusammenfasst.

Dann liele sich ein Block
b= [p())ttrn
durch die Transferfunktion

fb(X) = freturn(X, fp(fcall(X)))

darstellen. Sowohl f.,;; als auch fretrn sind als Teil des Datenflusssystems ge-
geben.
fcall :D—D

Initialisiere Datenflusswert bei Eintritt in die Prozedur

abhéingig vom aktuellen Datenflusswert
Sreturn : D X D — D
— Kombiniere Datenflusswert am Ende der Prozedur (2ter Parameter)

— mit Datenflusswert bei Prozedureintritt.

X fcall(

POt

fp (fcall
fTeturn (X, fp (fcall(X)))
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Warum ist X Parameter von fretyrn?

feau(X) Z fo (feau(X)) /

e (Call berechnet neuen Top-of-Stack

e Ubliche Operationen #ndern den nur obersten Stackinhalt.

e Return kombiniert den aktuellen Top-of-Stack mit vorherigen Top-of-Stacks.

Problem:
e f, vor der Analyse nicht bekannt

e Bestimme f, so, dass
fp > fr fir alle 7 € validpaths(entry, exit)
Ansatz: Fixpunktberechnung auf dem vollsténdigen Verband der monotonen Funk-
tionen in D — D
(MonFun(D — D), <) mit f < g, falls f(d) < g(d) fiir alle d € D

3.2.1 Definition
Sei S = (G, (D, <),1, f) das Datenflusssystem eines rekursiven Programms.

Dann induziert S das Summary-Gleichungssystem:

Eine Variable Y} pro Block und eine Variable Z,, pro Prozedur.

Idee: Y fasst den Effekt der Prozedur, in der b vorkommt von
entry bis b zusammen.

Y/
Yentry =1id ’
%ZU{fb/OYE,/|(b/,b)EF} b
Dabei ist b fo
fi = callret(Z,) : D — D, falls b’ = [g()]c!!
fr = wie in f angegeben, sonst
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Dabei ist

callret(Z,): D — D

Callret(Zq) (d freturn (da Zq (fcall(d)))
Z = fem't o Ye:rit

~—

i~

3.2.2 Satz
Sei (Y1,...,Y|p)) € (MonFun(D — D))!Bl kleinste Losung des Summary-Gleichungssystems.

(1) Sei b Block der Prozedur p, dann gilt Y, > f fiir jeden giiltigen Pfad von entry(p)
bis zu b.

(2) Y, > fr fiir alle 7 € validpaths(entry(p), exit(p))

Problem: Monotone Funktionen miissen effektiv dargestellt werden
e Falls D endlich: nutze Wertetabelle

e Falls D unendlich: problematisch

3.2.3 Beispiel (Reliable-Values-Analyes)
Gegeben das Program

la ()]
[z = a]®;
lend ]

Seien feair, freturn die Transferfunktionen, die b = [¢()]3 zugeordnet sind.

Erste Modellierungsmoglichkeit:

Das Gleichungssystem hat fiir einen Block eine Variable Y3, die wir mit dem call-Label
identizifieren.

Im Beispiel: ¥, = Y5 und Y5 = f5 0 Y3 = callret(Z,) o Y3, mit f3 = callret(Z,).

Alternativ (und &dquivalent):
Zwei Variablen werden zu Blocken, die Funktionsaufrufe darstellen, assoziiert.

Y3 erhilt die Transferfunktion
fa=2Z40 feall.

Fir Y, erhédlt man also
YZL:f?)oYé :Zqofcalloyv?r
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Als Transferfunktion fiir Yy erhélt man f4 = frepurn- Damit er”halt man die folgende
Gleichung fiir Block 5:

Ys = freturn (YB('),Y4('))
= freturn (Y3(')7 ZQ(fcall(i/?)('))))
= callret(Z,) o Y3

und damit das selbe Ergebnis wie im anderen Fall.

3.2.4 Beispiel (Reachable-Values-Analyse)

Gegeben: Eine Boolesche Variable z

Berechne: Transferverhalten der Prozedur pos() auf der Wertemenge fiir x.

Vollstandiger Verband der Wertemengen:

{0,1}
7N
{0} {1}

~N
0

proc [pos()]! begin
if [x = 0] then
[assert (x=0)]%;

[x = —x]%;
| [pos ()]8;
[assert (x =1)]7;
end
[end]8;

Wir verwenden die Transferfunktionen

fgetl = f2 = fcall(pos) = f8 =1d

f3 = fgetO
.f7 = fgetl
f4 = finvert

freturn(pos) (dh d2) = d2
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Dabei ist fgeti eine Funktion, die ausdriickt, dass wir ein assert(z = 4) nur dann
nehmen koénnen, wenn der Wert © = ¢ auch tatséchlich moglich ist. Die Funktion

Sinvert kehrt den Wert um.

Wir definieren auflerdem die Hilfsfunktionen finake1, finverto und f1 .

Die Werte all dieser Funktionen sind durch die folgende Tabelle gegeben

X H Zd(X> ‘ fJ_(X) ‘ fgetO(X) ‘ fgetl(X) ‘ finvert(X) ‘ fmakel(X) ‘ finvertO(X)

0

0

0

0

0

0

0

{0}

{0}

0

{1}

{1}

{1}

{1}

{0}
0

{1}

{0}

{1}

{1}
0

{0,1}

{0,1}

0
0
0
0

{0}

Beachte, dass die folgenden Beziehungen gelten:

{1}

{0,1}

Jinvert  © fgetO = finverto
fgetl ©  finverto = finverto
Jmaker ©  finverto = finverto
finverto U fogeti = fmakel
Summary-Gleichungssystem:
Y, =id
Ys=idoYs
Yy = fgeto0 Y3
Y5 = finvoYa
Yo = Ypos oYs
Y;=idoYs
Y =idoYs U fyet1 0 Y7
Yyos = id o Y

Lose das Gleichungssystem durch Fixpunktiteration:

1fJ_ U fgetl = fgetl

?fgetl o f1 U fget1 = fiL U fget1 = fget1

3fgetl © finverto U fgetl oid = finverto U fgetl = fmakel
4fmalcel ° finvertO U fgetl = finuertO u fgetl = fmakel
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Iteration || Ys | Y3 Y, Y;5 Ys Y, Ys Yoos
93(L) [ fo [ fi] fu I fi Ji Ji I
1 id | fo| fu fi fi fol fu fi
2 id | fi | fu I id Ji Ji In
3 id id fgetO fJ_ fJ_ id fgetl fJ_
4 id id fgetO fim)ertO fJ_ id fgetl fgetl I
5 id id fgetO finvertO ,finvertO id fgetl fgetl
6 id id fgetO finvert() finuertO id fmakel fgetl 2
7 id id fgetO finvertO finvertO id f?nakel fmak:el 3
8 id id fget() finvert() fin'uertO id fmakel fmakel 1 \/

Sind die Transferfunktionen f, berechnet, ldsst sich auch fiir rekursive Datenflusssys-
tem ein Gleichungssystem aufstellen

Betrachte S = (G,(D,<),i,f) mit G = (B, E,F) das Gleichungssystem zur
Datenflussanalyes ist

Xy = U{f (Xp) | (,5) € F}, falls b ¢ B
Xp = U{feaup(Xp | (b',b,%,%x) € IF}, falls b € E\ Epmain
Xy =1, falls b € Euin
Dabei ist
e fi(Xpy) wie in f angegeben, falls b’ gewohnlicher Block.

o o (Xer) = Freturnp(Xor, fp(Feap(Xp)), falls b = [p()]5er

3.2.5 Satz (Sharir & Pnueli '81)

Sei S = (G, (D, <),i, f) ein rekursives Datenflusssystem. Sei Ifp(gs) = (XL, ... ,X‘LB‘TF)

die Fixpunktlosung des assoziativen Gleichungssystems und sei JOVP(S) = (X{°VF ..., X “%OlVP )
die JOVP-Losung

a) Fiir alle b € B gilt X;/OVF < xLFP

b) Falls alle Transferfunktionen distributiv sind, gilt sogar X;/ OvVP — XEFP vh e B

Korollar
Das Control-State- Reachability- Problem ist entscheidbar.

Gegeben:  Rekursives, Boolesches Programm prog und ein Block b in prog.

Frage: Gibt es einen Ablauf, der zu b fiithrt?
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Beweis:

Die Transferfunktionen, die fiir die Reachable-Values-Analyse genutzt werden, sind dis-
tributiv. Damit ist Fixpunktlosung auch die JOVP-Loésung. Ein Block b ist erreichbar,
wenn in der JOVP-Losung Y, # 0 gilt. O

3.3 Der Call-String-Ansatz

e Der funktionale Ansatz ist kontextinsenstitiv, d.h. er beriicksichtigt keine Infor-
mation iiber den Kontext, in dem eine Prozedur aufgerufen wird.

e z.B.: Falls p() von ¢() aus aufgerufen wird, kénnte z immer 1 sein.

e Das macht die Analyes gegebenfalls unprézise.
Ziel: Entwickle eine kontextsensitive interprozedurale Datenflussanalye.

Ansatz: Reichere die Doméane der Datenflusswerte um Informationen iiber den
Stackinhalt an.

e Sei (D, <) der vollstandige Verband der Datenflusswerte
e Sei I' die Menge der Prozedurnamen im Programm

Nutze die neue Domdne:
(T — D, <")

mit cs; <* ¢sq, falls ¢s1(a) < csa(a) fiir alle a € T*
Es werden also Call-Strings Datenflussinformationen zugewiesen.

Es ldsst sich priifen, dass (I'* — D, <*) wieder vollstindiger Verband ist.

Formal: Um ein gegebenes Datenflusssystem S = (G, (D, <), 1, f), unter Beriick-
sichtigung von Call-Strings zu analysieren, modeliere

(1) den Initialwert und
(2) die Transferfunktionen
zu (1): Aus ¢ € D wird
cs; : I'" — D mit
csi(€) := 14 und
csi(a) ==L fire#£aecl”
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zu (2): Aus fy, : D — D wird
fy: (T* = D) = (I'* = D) mit
fb(cs) := fp o cs, falls b gewohnlicher Block
ﬁ:};(cs) = cs’ mit cs' (y.p) == es(7)
cs'(a) = L fir y.p # a € T*

3.3.1 Definition
Sei S = (G, (D, <),1, f) ein rekursives Datenflusssystem.

Dann ist das induzierte Call-String-Gleichungssystem
Xy = csy, falls b € Einain
Xy :=U {};(Xb/) | (b/,b) € F oder

(%,%,b/,b) € IF und fy = freturn, oder
(', b,%,%) € IF und f = f;{}

3.3.2 Satz
Die Call-String-Lésung iiberapproximiert JOVP(S).

Problem:

'™ ist unendlich.

Ansatze:
Bounded Call-Strings:

e Stelle nur obersten n Elemente des Stacks dar, nutze also Call-Strings aus
rsr.=up It

o Es gibt Sitze tiber ausreichende Call-String-Lénge, die exakte Analyse garantiert.

Regular Abstraction:

e Anstelle von 'S, nutze endliche Automaten AS™ der GréBe < n um den Stack-
Inhalt darzustellen.

Andere Sicht auf Call-Strings:
Repliziere Prozedur p() fiir jeden Call-String.
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4 Abstrakte Interpretation

Ziel:
Entwickle eine Theorie der korrekten Approximation der Semantik von Programmen.

e Die bisherigen Datenflussanalysen haben die Semantik von Programmen nicht
beriicksichtigt (bestenfalls intuitiv)

Idee (Patrick Cousot):
e Fiihre Programm auf abstrakten Werten aus
e Beispiele: P({—,0,+}) anstatt Z
e Beriicksichtigt alle konkreten Eingaben

e FErsetze konkrete Operationen durch abstrakte Operationen. Dabel miissen alle
konkreten Werte beriicksichtigt werden, die durch den abstrakten Wert darge-
stellt sind.

4.0.3 Beispiel
op(z) =2 —2
op* ({+}) = {~,0,+}
op* ({0}) = {~} = op” ({-})
Vorteile:

o Mdchtigkeit:
— Abstrakte Interpretation unabhingig von Kontrollflussgraphen

— Funktioniert fiir viele Klassen von Programmen (if/while, parallel, Objekt-
orientiert, Aktoren, funktional, ...)

o Korrektheit
— Durch Theorie garantiert
e Balance zwischen Prézision und Komplexitét

— Wihlbar durch Granularitit der abstrakten Doméne.
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Nachteile:

o Komplexitit: Bei abstrakter Interpretation oft hoher als bei Datenflussanalysen.

4.1 Galois-Verbindungen

Ziel:

e Beschreibe geeignete Abstraktionsfunktionen o« : L — M, die jedem konkreten
Wert in L einen abstrakten Wert in M zuordnet.

e Definiere neben v auch Konkretisierungsfunktion v : M — L, die jedem abstrak-
ten Wert alle konkreten Werte zuordnet, fiir die er steht.

4.1.1 Definition (Galois-Verbindung)
Seien (L, <p) und (M, <,r) vollsténdige Verbénde.

Ein Paar («,7y) von monotonen Funktionen o : L — M,~ : M — L heilt Galois-
Verbindung, falls

(G1) VielL: AR C10)
(G2) YmeM: aly(m)) <u m

Notation: L <M

21 e

Typisch:
o [ # v(a(l)), d. h. Prizisionsverlust durchs Abstrahieren von [

e m = a(y(m)), d.h. kein Prézisionsverlust durch erneutes Abstrahieren nach kon-
kretisieren von m (in diesem Fall nennt man die Galois-Verbindung auch Galois-
Insertion)
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Anschaulich:
Seien L = P(A) mit A = Menge konkreter Werte und M = P(B) mit B = Menge
abstrakter Werte.

A B A ol B
Y |
I
« |
o
(G1) 1 € y(a(l)) (G2) a(y(m)) S m
a erzeugt iiberapproximation Kein Prézisionsverlust durch Abstraktion

nach Konkretisierung.

4.1.2 Satz (Eigenschaften von Galois-Verbindungen)
Sei LgM eine Galois-Verbindung («: L — M,~: M — L).
Seien ferner | € L,m € M.

(1)

a(l) <y m gdw. I <p y(m).
(2a) Die Konkretisierung « ist eindeutig durch « bestimmt:

v(m)=u{l € L|a(l) <p m}.

(2b) « ist eindeutig durch ~ bestimmt:
all)y={me M| <py(m)}.

(3a) Sei L' C L. « ist wollstindig distributiv, d.h.
a(UL) = Ua(L).
iese Eigenschaft wird auch wvollstdndig additiv genannt.
Diese Ei haft wird auch vollstindig add
(3b) Sei M’ C M. ~ ist wollstindig multiplikativ, d.h.
Y(MM') = My (M').
(4a) Zu jeder vollstindig distributiven Funktion o’ : L — M gibt esein v : M — L
wie in (2a) ), so dass L%M eine Galois-Verbindung ist.
’Y/ g
(4b) Zu jeder vollsténdig distributiven Funktion v : M — L gibt esein o/ : L - M

(wie in (2b) ), so dass LgM eine Galois-Verbindung ist.
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Bewezs:

(1) Gelte a(l) <prm
= Es folgt
(G1) Mon~y
1< ) £ A(m)
<« &hnlich
(2a) Zeige: y(m) = U{l € L | a(l) < m} fiir jede Galois-Verbindung.
Zeige dazu <y und p >.
zu <r:
Falls a(l) < m, dann I <z, y(m) mit (1.)

Damit ist

zZu g >:

Da a(y(m)) <um m, gilt

Also
y(m) <p U{l € L|e(l) <m m}

(2b) analog
(3a) Zu o > Fiir l € L/, gilt | <, UL

Mit der Monotonie von « folgt
Ua(L) = U{a(l) |1 € L'} < o(UL)
zu <pr Um a(UL') <pr Ua(L') zu zeigen nutze (1.) und zeige (Ubungsaufgabe!)
UL <p y(Ua(L)

Damit gilt dann
a(UL") <p Ua(L')

(3b) analog
(4) Ubungsaugabe
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4.2 Konstruktion von Galois-Verbindungen

4.2.1 Zwei konkrete Galois-Verbindungen

Intervallabstraktion

4.2.1 Beispiel (Intervallabstraktion)
Sei L = (P(Z), C) die konkrete Doméne der Teilmengen von Z.

Sei
M = ((ZU{—o0} x (ZU{+00}),C)

die abstrakte Doméime der Intervalle. (Dabei kann das leere Intervall ) durch Intervalle
der Form [u, o] mit o < u dargestellt werden, z.B. durch [1,—1].)

Wir definieren eine Galois-Verbinung L%M durch
a: L — M mit
falls Z =
a(Z) = 0, .a S 9
[min Z, max Z], sonst
und v: M — L mit
(0, falls I =0
() = _
{z€Z |z <z< 2z}, falls I = [z, 29)
Zum Beispiel gilt
e v(a({1,3,5...} =y([1,00]) =41,2,3,...} €{1,3,5,...}
e a(y([-1,1])) = a({-1,0,1}) = [-1,1]

In der Praxis: Intervalle benttigen immer noch unbeschriankt viel Information, um
die untere und obere Grenze zu speichern. (Beides sind beliebig grofie ganze Zahlen.)
Daher wird oft

M = (({k1, -, kn} U {=00} X ({k1, ..., kn} U {+00}), C)
verwendet, d.h. nur endlich viele Werte werden exakt gespeichert, alle kleineren Werte

werden durch —oo und alle gréflieren durch 400 représentiert.

Mehrdimensional:  Eine Menge ¥ C R™ lésst sich zu ihrer konvexen Hiille conv(X) C R™
abstrahieren, also dem kleinsten Polyeder, der ¥ enthélt. Dieser Polyeder lédsst sich
endlich darstellen (z.B. durch ein Ungleichungssystem, oder durch Eckpunkte und
Strahlen).
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Kongruenzabstraktion

Die Intervallabstraktion gibt die absoluten Grosse der Datenwerte an. Alternativ kann
man die absolute Grofle der Werte vergessen, und erhilt eine Galois-Verbinung, bei
der man mit den abstrakten Werten sehr schnell Rechnen kann.

Sei L = (P(Z),C) M = (P({0,...,k—1}),C) mit k € N\{0}
Definiere o : L — M durch

a(Z):={z modk|zeZ}
und v : M — L mittels
y(M):={z€Z|z=m modk, fur ein m € M}.

(Beachte, —3 mod 5 = 2)

4.2.2 Galois-Verbindung aus Extraktionsfunktionen
Sei 8:V — D eine Funktion.
Dann ist P (V) < P (D) mit

a:P(V)=P(D) undy:P(D)—=V

eine Galois- Verbindung mit

a(V’) B(V) ={Bw) |veV'}
v(D") =p"YD") ={veV|B) eD}

4.2.2 Beispiel
Die oben definierte Kongruenzabstraktion ergibt sich aus der Extraktionsfunktion

modk: Z — {0,...k—1}
z +— z modk

Oft ist P (V) = P (State) mit State = BVa™ Ist nun 8 : B — D als Extraktionsfunktion
bekannt, ergibt sich eine Abstraktionsfunktion fiir ganz P (State).

Beachte dass sich eine Belegung boolscher Variablen wahlweise als Vektor in BV#'S oder
als Funktion Vars — B auffassen lésst.

4.2.3 Definition (Liften von Extraktionsfunktionen)

Sei State = BV*™S die Menge der Variablenbelegungen o und sei 3: B — D

Durch Liften von 8 auf State entsteht die Abstraktion
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a: P(State) — P (DY)

Y C State — «a(X):={Booc|oceX}

Es lasst sich zeigen, dass « vollstéindig additiv und damit eine Galois-Verbinung defi-
niert (siehe Satz oben).

4.2.3 Komposition von Galois-Verbindungen

Sequentielle Komposition:

Fiihre Abstraktionsfunktionen hintereinander aus

Seien L ;—1} Lo und Lo ;—j L3 Galois-Verbindungen,

(dh aq ZL1—)L27’71ZL2—>L1 0422L2—>L3,’)/22L3—>L2 )

agoag

Dann ist Ly 7;—?—;2 L3 eine Galois-Verbindung zwischen (L1, <;1) und (L3, <3)

Parallelkomposition von Galois-Verbindungen:
Unabhingiges (direktes) Produkt / Unabhéngige Attribute:
Seien L;% M; und Lé M Galois-Verbindungen.

Dann ist auch das direkte Produk

(a1,7m) X (a2,72) = (o, )
mit
— M1 X M2
I = all):=(ar(l),az(l))

v My x My — L
(mi,ma) = y(my,ma) = y1(m1) My2(m2)

eine Galois-Verbindung L g My x Ms. Sie fithrt die beiden gegebenen Galois-Verbinungen
unabhéngig voneinander aus.

Vorteil: Man kann schnell damit rechnen.
Nachteil: Unprézise.

Abhdngiges (Tensor-)Produkt / Relationale Methode: = Wir méchten nun ei-
ne Galois-Verbingung definieren, die das Zusammenspiel der Abstraktionsfunktionen
beriicksichtigt. Dazu wenden wir die Abstraktionen auf die Mengen der Form {v} an
und vereinigen die Ergebnisse.
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o2

Seien P (V) 5 P (D1) und P (V) £ P (D) Galois-Verbindungen.

Dann ist auch das Tensorprodukt

(a1,7) @ (a2,72) = (o, )

mit
a: PV) — P(D1xDs)
VICV = aV):= g/«al ({v}) x a2 ({v})

v P (D1 X DQ) — P (V)
D'CDyxDy = (D) :={veV]a({v}) x az({v}) € D'}

eine Galois-Verbindung P (V) ?7’ (D1 x D5).

4.2.4 Beispiel (Direktes Produkt vs. Tensor-Produkt)
Wir definieren die Extraktionenfunktionen sign und parity durch

sign:  Z — {—,0,+}

+, x>0,
z = sign(x)=4 0, z=0,
-, <0,

parity :  Z — {e,o} = {even,odd}
e, x=0 mod 2

x = parity(x) = o 7—1 mod 2

Diese Funktionen induzieren Galois-Verbindungen

aign Aparity
P2 < PU+.0-}) wd PZ) < Peo}).
YVsign Vparity

Wir erhalten die neuen Galois-Verbindungen

apgm azwﬂ;czsﬁ
P(Z) N P({+,0,—} x{e,0})  bzw. P(Z) e P{+,0,=})xP ({e, 0})
precise imprecise
durch
(aprecisea ’Vprecise) = (asigna Vsign) & (aparitya ’Vparity)
bzw.

(Oéimprecisea'Yimprecise) = (O‘signaVsign) X (aparity77parity)-
Sei die Menge {—4,3} C Z gegeben. Wir erhalten
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Qimprecise ({—4,3}) = Asign, ({—4,3}) x Aparity ({—4,3})
={— +} x{e,0}
= {(_7 6)7 (+v e)v (_’ 0)7 (+7 0)}

= (asign ({—4}) X aparity ({=4})) U (@sign ({3}) X aparity ({3}))
= g{(—} X Ee}) U ({+} x {0})

ve); (+,0)}

Qprecise ({_47 3})

Komponentenweise Kombinationen:

Man kann die Konstruktionen auch analog fiir zwei Galois-Verbinungen, die unter-
schiedliche Definitionsbereiche haben, durchfiihren.

Unabhéngige Attribute / Direkte Produkt:
Seien L g My und Lo é M Galois-Verbindungen.
Dann ist auch das direkte Produk
(ala 71) >A< (a27 72) = (a7 '7)
mit
(O3 L1 X L2
(I1,12)

— My x M,
=l ) = (ar(l), aa(l2))
v M1 X Mg — L1 X l2
(mi,m2) —  y(mi,mg) = (y1(m1),v2(ms2))

eine Galois-Verbindung Ly X ngMl X Ms. Sie fiihrt die beiden gegebenen Galois-
Verbinungen unabhéngig voneinander aus.

2P (D)) und P (Va)

a
P
71

Relationale Methode / Tensor-Produkt: Seien P (1)
Galois-Verbindungen.

2118

P (D2)

Dann ist auch das Tensorprodukt

(01,71)(59(042772) = (a,7)

mit
(07 P (Vl X VQ) — P (Dl X Dg)
VicixVa = «aV):= ( U) a1 ({v1}) x as ({va})
v1,v2)EV’
v P (D1 X DQ) — P (V)
D' C Dy xDy — ~D):={(v1,v2) € V1 xVa|as({n1}) x aa({v2}) C D'}
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eine Galois-Verbindung P (V7 x V) %77 (D1 x Ds).

4.3 Konkrete (strukturierte operationelle) Semantik von
while-Programmen

Wiederholung (FGdP):  Strukturierte operationelle Semantik (Plotkin,’81).
Ziel:  Definiere operationelle Semantik (SoS) von while-Programmen.

Idee von SoS:
e Zustinde eines Programmes haben (syntaktische) Struktur.

FEin Programm ist Komposition atomarer Elemente mittels einer Menge von Ope-
ratoren

e Damit lassen sich Beweissysteme (Kalkiile) nutzen, um das Verhalten von Zusténden
zu definieren.

Transition existiert gdw. sie im Beweissystem herleitbar ist.
e Technisch nutzt das Beweissystem Induktion nach der Struktur von Zustinden:
— Axiome definieren Transitionen von atomaren Elementen.

— Beweisregeln definieren die Transition zusammengesetzter Zusténde iiber
die Transitionen der Operanden.

Vorteile:
e Einfachheit und Eleganz

e Moglichkeit Eigenschaften von Transitionen iiber Induktion entlang der Ablei-
tung herzuleiten.

Wiederholung (Syntax von while-Programmen):

ax=k | x | a14+as | a1 —az | a;*as
b::= ¢t ‘ a; = ag ‘ a; < ag | —bq | b1 V by | b1 A bs
c: skip | x = a | c50

if b then ¢; else ¢ end
while b do ¢; end
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Dabei sind a arithmetische Ausdriicke und représentieren Werte in Z (insbesondere:
Konstanten k sind in Z und die Variablen x représentierten Werte in Z), b boolsche
Ausdriicke (insbesondere: Konstanten t sind true oder false). Sei Prog die Menge
der Programme, gegeben durch die EBNF fiir c.

Seien Sig = (Funk, Priad) die Signatur des Programmes:
Funk = genutze Funktionssymbole = {+/2,—/2,%/2} U{k/0 | k € Z}
Prad = genutze Priadikatssymbole = {>/5}
e Die Semantik ordnet jedem syntaktischen Ausdruck eine Bedeutung zu.
Dabei ist eine Bedeutung ein Element eines semantischen Bereichs.
e Formel ist der semantische Bereich gegeben als (logische) Sig-Struktur:

S=(b. I )

Domaine Interpretation

mit D = Menge von Elementen,

und Z einer Menge von Abbildungen:
Sei f/n € Funk, dann ist Z(f) : D™ — D
Sei p/,, € Funk, dann ist Z(p) : D™ — B

Schreibe auch fr bzw. pz statt Z(f) bzw. Z(p).
Hier: D = Z, T natiirliche Interpretation der Operatoren und Konstanten.

e Das Verhalten eines Programmes in einem Zustand héngt von der Belegung der
Variablen ab, also einem o € State, wobei State = ZV2"S| d.h.

o:Vars - 7Z

e Die Semantik von arithmetischen (a) und boolschen (b) Ausdricken ist S[a](o) € Z,
bzw. S[b](c) € B, wie in Logik definiert (dort Terme und Formeln genannt)

4.3.1 Definition (Transitionsrelation zwischen Konfigurationen)
Eine Konfiguration ist ein Paar (¢, o) € Progx State. Dabei ist ¢ das noch auszufiithren-
de Programm und o die aktuelle Variablenbelegung.

Die Transitionsrelation zwischen Konfigurationen

—  C (xState) x ( (Prog x State) u
—_——

)

State
S~

Programm terminiert noch nicht Programm hat terminiert

ist die kleinste Relation, die folgenden Regeln gentigt:
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(skip)

(assign) (x:=a,0) — olx:=S8[a]o]
(c1,0) — o
(seql) (c1;¢2,0) —  (c2,07)
(Clva) - (0/170/)
(8€q2) (Cl; Ca, O') — (Clla C2, OJ)
(iftrue) (if b then ¢ else c; end,0) —  (c1,0)
, falls S[b]o = true
(if false) (if b then ¢y else ¢ end,0) — (c2,0)
, falls S[b]o = false
(whiletrue) (while b do ¢ end ,0) — (c;while b do ¢ end o)
, falls S[b]o = true
(while false)

(while b do c end ,0) — o
, falls S[b]o = false

4.3.2 Beobachtung
Die Transitionsrelation ist deterministisch, d.h fiir alle (¢, o) € Prog x State gilt

(¢,0) = k1 und (¢, 0) — ko impliziert k1 = ko

Der Zustandsraum State = ZV2's ist kein vollstéindiger Verband. Um Galois-Verbindungen
zur Abstraktion von Zustandsmengen nutzen zu kénnen, definieren wir die Funktionen

poste : P (State) — P (State)
post.: P (State) — P (State)

mit
poste o (State’) = {0’ € State | Jo € State’ : (¢,0) = (', 0")}
post.(State’) = {0’ € State | o € State’ : (¢c,0) — o'}

Jeder Befehl wird als Transformer von Zustandsmengen aufgefasst (a la Dijkstra).
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4.4 Abstrakte Semantik

Ziel:

Imitiere die konkrete Semantik, genauer post.( . auf einer abstrakten Datendoméne

4.4.1 Definition (Sichere Approximation von Funktionen)
Sei L'> M Galois-Verbindung.
Sei ferner f : L — L eine Funktion.
e Dann heiBt f# : M — M sichere Approzimation von f, falls
aofoy< f*

d.h a(f(y(m))) <ar f7#(m) fiir alle m € M.
e Funktion f# heifit genaueste sichere Approximation von f, falls o f oy = f#

lllustration:
f
~v(m) f(y(m))
7 a(f(v(m)))
Al
#
m-------- Ji ******** ’ f# (m)

Bemerkung. Oft sind f und f# monoton.

4.4.2 Lemma
Falls f und f# monoton, dann

aofoy <y f*gdw.aof < f¥oa

4.4.3 Beispiel (Sichere Approximation)

Xsign

Betrachte die Vorzeichenabstraktion P (Z) . — P ({—,0,+}) .

—
Ymathitsign

e Sei f_o die Substraktion von 2:

foa: P(Z) — PZ)
f2(2) = {z-2|z€Z}

e Definiere eine sichere Approximation von f_o mittels
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Jﬁj&2 : P({_707+}) - P({_707+})

0 JA=10,
fi#Q(A) : = {_7()’ +} a+ S A7
{-} , sonst.

Es ist zu zeigen, dass fiir alle A C {—,0,+} gilt:

a(f-2(1(4))) € [75(4)
Zum Beispiel:
a(f-2(v({0,4))) = a(f-2({0,1,2,3,...}))
=a({-2,-1,0,1,...})
= {_707+} = fo({Oﬂ +})

e Definiere nun operationelle Semantik auf einer abstrakten Datendoméne.
e Beachte, dass Transitionsrelation nicht-deterministisch wird.
(if z = 0 then ¢; else ¢z fi , {(z = even)})

Bedingung kann wahr oder falsch sein.

4.4.4 Definition (Abstrakte Semantik)
Betrachte die Galois-Verbindung P (State) gM

e Eine abstrakte Semantik ist gegeben durch eine Familie von Funktionen (fiir alle
¢, d € Prog):
postfc/,postf M — M

mit
@ o poste ey 0y <p postf(c,)

e Sind alle postf(c,) genaueste sichere Approximationen (d.h. in der obigen Un-
gleichung gilt immer Gleichheit), nenne dies genaueste abstrakte Semantik

e Die abstrakte Semantik induziert die abstrakte Transitionsrelation:
=C (Prog x M) x (Prog x M) U M)
zwischen abstrakten Konfigurationen (c,m) € Prog X M mittels

(e,m) = (c, postfc, (m))

(¢c,m) = postfﬁ (m)
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4.4.5 Beispiel (genaueste abstrakte Semantik)
Betrachte P (() Z) —'p () {n = odd,n = even}). Es gilt:

Yparity

( n:=3xn+1 , {(n=o0dd)} ) = {(n=-ecven)}

( n:=3xn+1,{(n=o0dd) , (n=even)} ) = {(n=odd),(n=even)}

( whilen#1docod , {(n=o0dd)} ) = {(n=o0dd)}

( whilen#1docod , {(n=o0dd)} ) = (¢whien#1docod {(n=o0dd)})
( whilen#1docod , {(n=-even)} ) = {(n=even)}

( whilen#1docod , {(n=-even)} ) = (c;whilen #1docod {(n=-even)})

4.4.6 Lemma
Die genaueste abstrakte Semantik ist im Allgemeinen nicht berechenbar.

Ungenauere abstrakte Semantiken lassen sich immer herleiten.

Warum?

Xsign

e Betrachte die Galois-Verbindung P (State) é?’ ({—,0,+})

e Seidie abstrakte Konfiguration: (if n > 2V 2" +y™* = z" thenn:=1lelse n:= -1 ,{(n =
+Hx=+,y=+2=+)})

e Um zu entscheiden, ob n auf + oder — gesetzt wird, muss man entscheiden, ob
es Belegungen von n,z,y, z in N\{0} gibt, die Bedingung erfiillt. (Letzter Satz
von Fermat: nein.)

Allgemein:

Es ist unentscheidbar, ob Diophantische Gleichung

p(z1,...,2z,) =0

mit p einem Polynom mit Koeffizienten in Z eine Losung in Z hat. (Hilberts 10. Problem
1900, Unentscheibar nach Matijassewitsch 1970)

4.5 Herleitung einer abstrakten Semantik

Ziel:

Berechne abstrakte Semantik fiir Galois-Verbindung (g, vg), die durch Liften einer
g

Extraktionsfunktion 3 : Z — D definiert ist. Also P (State) = P (ZV*") 725 P (DVars)
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Problem:
e Werte Boolesche Ausdriicke auf der abstrakten Doméne aus P (D)

e Benotigt sichere Approximation von Pradikaten

Losung;:

Werte Approximation in S-wertiger Logik aus:

(P (B)\{0}, A3, Vs, 7s)

Dabei identifizieren wir

{0} = 0= false (definitiv 0)
{1} = 1l=true (definitiv 1)
{0,1} = 1/2 (wir kennen den genauen Wert nicht)
Die logischen Operatoren sind wie folgt definiert:
p 0] 1 1)z vaf o 11/2 |
0 0 0 0 0 0 1] 1/2 0 1
1 0 1 1/2 1 1 1 1 1 0
120 0] 1/2] 172 12 | 1/2 1] 172 1/2 || 1/2

4.5.1 Definition (Sichere Approximation von Pradikaten)
Sei p: Z" — B ein n-stelliges Pradikat, das auch auf Mengen verstanden werden kann:

p:P(Z)" > P(B)\

Dann heifit p? : P (D)" — P (B) sichere Approzimation von p, falls

pors < p¥

4.5.2 Definition .
Sei § = (Z,I) und (ag,vs) die Galois-Verbindung P (Z) ,YZ;P(D), die als Lift von
B :Z — D definiert ist.
Dann heiit eine Struktur Saps(P (D), I7) abstrakte Sig-Struktur falls
. ff : P(D)" — P (D) ist sichere Approximation von fr : Z" — 7Z
fiir alle Funktionssymbole f und
. pf :P(D)" — P (B) ist sichere Approximation von pz : Z" — B
fiir alle Pradikate p.

Die Semantik Bool’scher Ausdriicke in 3-wertiger Logik ist dabei wie folgt gegeben. Es
sei o : Vars — P (D).
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SAbs[[p(ala .. )]](0)
SAbs[[bl \/ bg]](a')

(o)

(o)

SAbs[[bl A bg]] o
SAbs[[—\b]] g

P2 (Saps[a1](0), - .., Saps[an](0))
Saps[b1](0) V3 Saps[b2] (o)
Saps[b1](0) Az Saps[b2] (o)
—3Saps[0] ()

Eine mogliche Definition fiir f}# ist dabei:

£ (D1,...Dy) = ag (fz (75(D1), - 75(Da)))

4.5.3 Lemma

Es gilt: as(S[al(0)) € Savslal(e') mit o'(x)

= plo(x))

S[bl(0) € Sans[0](0")

Ist eine abstrakte Sig-Struktur gegeben, erhdlt man das abstrakte Transitionssystem

= C (Prog x P (DVMS)) X

mittels folgender Regeln:

((Prog x P (DV"“S)) uPpP (DVMS))

(skip, Abs) = Abs
(x:=a,Abs) = {7lz:=d]|7 € Abs,d € Saps[a](7)}
(c1,Abs) = Abs;
(c1;c2,Abs) = (cg, AbS')
(c1,Abs) = (¢, Abs')
(c1;¢2,Abs) = (c};ca, AbS')
(if b then c¢; else cy end, Abs) = (c1, Abs\{7 | Saps[D](7") = {0}})
(if b then c¢; else ¢y end, Abs) = (co, Abs\{T | Saps[0](7") = {1}})
(while b do ¢ end ,Abs) = (c¢;while b do ¢ end , Abs\{7 | Sans[0](7") = {0}})
(while b do c end ,Abs) =  Abs\{7 [ Sans[b](7)) = {1}}

Beachte, dass Saps[b] eine Belegung in P (D)

Vars

, d.h. vom Typ Vars — P (D) er-

wartet, wir jedoch 7 € Abs C P (Dvars) gegeben haben, d.h. 7 : Vars — D. Wir
konstruieren daher 7/ : Vars — P (D) via

T'(x) :
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Beachte: Bei bedingten Anweisungen werden die abstrakten Zustédnde entfernt, die auf
jeden Fall die andere Verzweigung ausgefiithrt hétten.

4.5.4 Definition
post® ,(Abs') :=

c,c’

Abs', falls (¢, Abs) = (¢, Abs’)
(), sonst

Abs’, falls (¢, Abs) = Abs’
(), sonst

post? (Abs) := {

4.5.5 Satz
Diese Familie von Funktionen postfﬁc/) ist eine abstrakte Semantik, also

ag OpOStC(7C/) oY < pOStﬁvc/)
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5

Pradikatenabstraktion und
Abstraktionsverfeinerung

Problem:

Programmeigenschaft 1asst sich mit aktueller Abstraktion nicht zeigen:

e Entweder: Programm verletzt die Eigenschaft wirklich.

e Oder: Abstraktion ist blofl zu grob

Ziel

Entwicklung eines abstraktionsbasierten Programmanalyseverfahrens,

e das die Verletzung der Eigenschaft aufzeigt,

e oder die Abstraktion selbststéndig verfeinert.

CEGAR

Counter example-guided abstraction refinement
Gegeben ein Programm ¢ und eine Eigenschaft .

1

2.
3.

. Teste sichere Abstraktion caps von ¢ auf ¢
Falls ¢ in caps erfiillt ist, ist ¢ auch in ¢ erfiillt (return true).

Falls ¢ nicht erfiillt ist, liefert das Verfahren ein Gegenbeispiel, also einen Ablauf
a in der abstrakten Semantik, der ¢ verletzt

Falls dieser Ablauf auch in der konkreten Semantik ausfithrbar ist, ist ¢ nicht
erfilllt (return false)

Falls dieser Ablauf in der konkreten Semantik nicht ausfithrbar ist, verfeinere die
Abstraktion so, dass er auch in der abstrakten Semantik nicht mehr ausfithrbar
ist, und gehe zuriick zu 1.

Dieses Verfahren ist ein Semi-Entscheidungsverfahren, d.h. es terminiert eventuell
nicht.
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lllustration:

Input: ¢, ¢

Berechne cp5
Verfeinere Abs,

ja
so dass r kein Ablauf —— | caps @J—> return true

von c4ps mehr ist

nein
nein
Ja Exhalte Ablauf .
return false <—{ r Ablauf von ¢? }(7 rhatte it iul#rsovon CAb

Idee: Pradikatenabstraktion

e Nutze Priadikte wie in First-Order-Logik p1, ..., p, € FO um Zusténde o : Vars — Z
auf Bitvektoren (0/1,...,0/1) € {0,1}" zu abstrahieren (direktes Produkt)

o Verfeinerung geschieht durch Hinzufiigen von Pridikten
o Wahl der Pradikate:

— Initial aus dem Programm abgeleitet (Bedingungen, in if und while ver-
wendet werden)

— Dann aus dem Gegenbeispiel

— keine Interaktion des Nutzers notwendig

Konzeptionell:

e Die Behandlung von Daten ist ein Problem der Logik.

e Die Behandlung des Kontrollflusses ist ein Problem der Automatentheorie.
= Pridikatenabstraktion ist eine geeignete Schnittstelle.

e Logik als universelle Sprache: alle bisherigen Abstraktionen lassen sich als Pradi-
kate iiber geeigneter Signatur auffassen
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5.1 Pradikatenabstraktion

Idee:

e Seien Prédikate py, ..., p, iiber Vars gegeben. Abstrahiere Zustédnde o : Vars — Z
auf Boolesche Kombinationen von py,...,p,

e Verwendung beliebiger Boolescher Kombinationen (V, A, ) skaliert nicht.
e Nutze kartesische Abstraktion, d.h. nur Konjunktionen (A)
5.1.1 Definition
e Ein Prddikat ist ein Boolescher Ausdruck b // Siehe: Syntax von Programmen
e Ein Zustand o : Vars — Z erfillt b, falls S[b] (o) = true. Schreibe: o F b.
e Pidikat q ist schwdcher als p falls Vo € State : o F p impliziert o F ¢
Wir schreiben p E ¢ und sagen auch: p ist starker als gq.

e Priidikate p und q heiflen (logisch) dquivalent, falls p E ¢ und ¢ F p.
Schreibe: p ==q.

e = definiert eine Quasiordnung auf der Menge der Booleschen Ausdriicke. Pro-
blem: Diese Ordnung ist reflexiv und transitiv, aber nicht antisymmetrisch, da
es logisch dquivalente Formeln gibt. Wir 16sen dieses Problem, in dem wir logisch
dquivalente Formeln mit einander identifizieren.

e Sei P = {p1,...,pn} eine endliche Menge von Priadikaten und =P := {—p1,...,—p,}

Der Prddikatenabstraktionsverband ist

Abs(P) :== ({AQ | Q C (PU=P)}F)

(Modulo logischer Aquivalenz.)
Schreibe true := A, false := A{p;, —p; ...}
Elemente in Abs(P) heiflen Cubes

5.1.2 Lemma
Abs(P) ist vollstédndiger Verband.

Beweis:
o | = false, T =true

e 1l =qn Ng
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e g =q Ve B
Dabei ist zu einer Formel b (die eventuell nicht in Abs(P) ist) b die stérkste
Formel in Abs(P), die aus b folgt.

Sie ist eindeutig bestimmt und wir kénnen sie wie folgt berechnen:
b= A {q € Abs(P) | b F g}
EA{le(PU-P)|bEI}

5.1.3 Beispiel
Sei P = {p1,p2,p3}-

L. Fiir g1 = p1 A pa2 sowie g2 = p1 A —p2

qgllqg = pi1Ap2Api AP
= false
¢1 U g2 (p1 Ap2) V (p1 A —p2)

-
’:
):

2. Fiir g1 := p1 A —ps und g9 := —ps A p3 gilt:

1A (P2 V —p2)
D1
b1

qG1T1q2 = p1 A-paA-p2 Aps
p1 N\ p2 A D3

alge = Vg
= (p1 A—p2) V (—p2 A p3)

Angenommen p; = (z > 4) und p3 = (x > 6).
Dann: p; V p3 = p1 und damit ¢, U g2 [==|=p2 A p1.

5.1.4 Definition
Die Galoisverbindung zur Pridikatenabstraktion ist definiert durch

a: P (State) — Abs(P) und ~ : Abs(P) — P (State)
mit
v(q) :={o € State | 0 F ¢}

Was ist die Abstraktionsfunktion?
Gegeben o € State, definiere

4o :=Nle(PU-P)|oFIl}
Dann gilt fiir State’ C State:

a(State’) :=1{q, | o € State'}
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5.1.5 Beispiel
Betrachte P = {p1, p2,p3} mit

p=@<y), p=@=y), p=(@>y),
or=(x—1ly—2), o= (x—2,y—2).

Dann ist

a({o,02})

Go, U Go,

= (p1 A—p2 A—p3) U (p1 A p2 A—p3)
(p1 A —p2 A —p3) V (p1 A p2 A —p3)
= p1ADp3

5.2 Abstrakte Semantik zur Pradikatenabstraktion

Ziel:
e Sei Abs(P) fest

e Bestimme postf( ) mit

a(posteey(7(9))) < post?; .\ (q)

fiir alle ¢ € Abs(P)

Idee:
e Sei x := a der Befehl, der von ¢ zu ¢’ fiihrt

e Die Menge
poste.e(7(q))

ist gegeben durch die stdrkste Nachbedingung (strongest postcondition) sp(q,x:=a):

poste o (v(q)) = {o € State | 0 F sp(q,z :=a)}

Trick:

Dann ist

a(post, «(7(q))) = a({o € State | o F sp(q,z := a)})

U{go | o F splq, 2 :=a)}

= splg,z:=a)
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Gut:

Mit dem Trick ist keine Konkretisierung iiber o und ¢, notwendig.

Schlecht:

Stérkste Nachbedingung dennoch wegen Quantoren nachteilig.

5.2.1 Definition (Hoare-Tripel, stirkste Nachbedingung, schwéchste Vorbedingung)

e Ein Hoare-Tripel {b}c{p} besteht aus zwei Pradikaten b,p € BFExp und einen
Programm c. Man nennt b die Vorbedingung und p die Nachbedingung des Tripels.

e Das Hoare-Tripel ist giiltig, falls Vo € State mit o £ b und Vo' € State mit
(x:=a,0) = o gilt o' Ep.

Das heifit, wenn wir ¢ in einem Zustand ausfithren, der b erfiillt, erfiillen alle
moglichen Folgezustéinde nach dem Ausfithren von ¢ Pradikat p.

(Partielle Korrektheit: muss nur fiir terminierende Ausfiihrungen von c¢ erfiillt
sein.)

e Fiir ein Pridikat b € BExzp und ein Programm ¢ bezeichnen wir mit sp(b, ¢) die
stirkste (begl. F) Formel p, fiir die {b}c{p} giiltig ist. Diese Formel heifit Stirkste
Nachbedingung (strongest postcondition,).

e Gegeben p € BExp und ein Programm ¢, bezeichnen wir mit wp(x := a,p) die
schwichste Formel b, fiir die {b}c{p} giiltig ist. Diese Formel heifit schwdichste
Vorbedingung (weakest precondition,).

5.2.2 Satz (Dijkstra '76, aus FGdP bekannt)
sp(byx:=a) = ' (({z:=z})Ax=(a{z:=2"})
wp(z:=a,p) F= plr:=aj

Hierbei ist fiir Ausdriicke exp, z,y der Ausdruck exp{x := y} als der Ausdruck, der
entsteht, wenn wir alle Vorkommen von z in exp durch y ersetzen, definiert. Unter
anderem ist auch die Notation exp{y/x} dafiir iiblich.

Die Intuition hinter der Formel fiir sp(b,x := a) ist, dass 2’ den alten Wert von x
zwischenspeichert.

Beobachtung:

Beide Formeln existieren und lassen sich berechnen. Aber: Stiarkste Nachbedingungen
benstigen Quantoren, die fiir Tools (Satisfiability modulo theories-solver) schwer zu

SMT
handhaben sind.
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5.2.3 Beispiel

sply >b,x:=y+3) = ' (y>s{z=2YNax=(y+3){z:=2"})
= 3 (y>5Ax=y+3)
= y>5Az=y+3
splx >5Ay>3,x:=x+y) B ' :(e>5Ay>3{z:=2'}) Ae=(x+y{z:=2'}))
= 32 (2 >bAy>3Az=a"+y)
wplr :=y+T7,2>5) == z>b{zr:=y+7}
= oy +7>5

= oy > -2

5.2.4 Satz (Dijkstra '76)
sp(b,x :=a) E p gdw. b E wp(x := a,p)

5.2.5 Definition
Wir haben in der Vergangenheit bereits abstrakte Transitionsrelationen fiir Galois-
Verbindungen etc. definiert.

Nun definieren wir die abstrakte Transitionsrelation zur Priadikatenabstraktionen

=C (Prog x Abs(P)) x ((Prog x Abs(P)) U Abs(P))

mittels folgender Regeln:

(skip,q) = q

(x:=a,q) = sp(g,x:=a)

A
S
S
I
2

(c15¢2,9) = (c2,q)

/

(c,9) = (c,4)
(cr3c2,q")

,\
5
e
S
4
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=
~—~

(if b then ¢; else cp end,q) = (c1,9A

(if b then ¢; else ¢p end,q) = (c2,q A —d)

(while b do ¢ end ,q) = (¢;while b do ¢ end ,qAD)

(while b do ¢ end ,q) = ¢qA-b

Beobachtung:
e Figentlich sind ¢ A b stirkste Nachbedingungen bei Conditionals.
Insbesondere werden in diesen Fillen die Guards dem Préadikat hinzugefiigt.

e Abstrakte Konfigurationen der Form (¢, false) repréisentieren keine erreichbaren
Konfigurationen der konkreten Semantik, da o F false fiir keine Belegung.

Die abstrakte Konfiguration (c, false) kénnen daher weggelassen werden.
5.2.6 Definition
) d, falls (¢,q) = (¢, q')

#
ost” , =
poste. () false, sonst

! fall =q
post#(q) = 4 ¢ Talls (¢.q9) =q
false, sonst

Beachte: Dadurch dass ¢’ fixiert ist, ist postfc, eine Funktion.

5.2.7 Satz
Die Familie von Funktionen postjt ) ist die genaueste abstrakte Semantik

Bewets:
Nach der Definition ist zu zeigen, dass

a (poste(e) (7(9))) = post? ., (q)
fiir alle ¢ € Abs(P) und alle ¢, ¢’ gilt.

Alle Falle aufler der folgende sind leicht zu zeigen. Wir beschrianken uns also auf den
Fall ¢ := x := a, miissen also zeigen

a (posta.—a (7(q))) == post?_,(q).
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Mit Hilfe der Hilfsaussagen, die wir im Anschluss zeigen werden, lasst sich beweisen:
a (postz.=a (7(q)))

(Lemma 1) ({o € State | 0 = sp(q,z :=a)})
(Def )
= LH{do | o |= sp(g, x := a)} O
(Satz 2)

= splg,z:=a)

(Def =)

)::' postﬁ:a(Q)

5.2.8 Lemma (Lemma 1)
Es gilt:
posty.—q (7(q)) = {o € State | 0 = sp(q,z :=a)}

Bewets:
Die folgende Kette von Aquivalenzen beweist die Aussage:

0 € posty.=a (7(q))
gdw. 3o’ € State: o €v(q) und (z:=a,0') =0
gdw. do’ € State: o' Eqund (z:=a,0') >0
gdw. o Esp(g,x:=a)

Die letzte Aquivalenz ist nicht-trivial und wird nun bewiesen.

7 =7 {q}x := a{sp(q,z := a)} ist ein giiltiges Hoare-Tripel. Nach der Definition gilt
nun zusammen mit der Voraussetzung also o = sp(q,  := a).

7 <7 Angenommen o |= sp(q,z := a). Nach Dijkstra gilt

sp(byz :=a) =532 (b{z :==2}) Ax = (a{z :=2'}),
d.h. es gibt ein d € Z mit:

oz’ :==d | ¢{z=2a'} (*)
ol :=d E z=af{z:=2} (%)

Aus (**) folgt:

o(z) = (ofa":=d])(x)
= Slax :=2'(o[2’ :=d])
= S[d](c[z" :=d]) (%)

wobei die letzte Gleichheit aus dem Substitutionslemma (Logik) folgt, da in a
die ”frische” Variable 2’ nicht vorkommt und in ax := 2’ die ersetzte Variable z
nicht mehr vorkommt.

Wir zeigen nun die gewiinschten Eigenschaften
1) ofz’ :=d] ¢
2) (z:=a,0[r :=d]) >0
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Daraus folgt, dass o[z’ := d] die Bedingungen, die wir an ¢’ gestellt haben erfiillt
und damit die Existenz eines solchen ¢’ bewiesen ist.

Beweis von 1) Da mit (*) o[z’ := d] | ¢{z := 2’} gilt, folgt o[z :=d] | ¢.
Beweis von 2) Es gilt

(x :=a,0l2’ :=d]) = (o[z' := d])[z := S[a](c]z’ := d])].

Fiir die Belegung auf der rechten Seite gilt:

(o[z" := d])[x := S[a](c]a" := d])]
ot o[z := S[a](o]z’ :=d])]

=’ olx:=0()]=0

5.2.9 Satz (Satz 2)
Es gilt:

sp(g,x = a) | {40 | o = sp(q, 2 := a)}

Der Beweis des Satzes benotigt die folgenden Lemmata.
5.2.10 Lemma (Hilfslemma)

(HL1) by [= by impliziert by = by.

(HL2) b = b

(HL3) o k= g,

Beweis:
Ubungsaufgabe. O

5.2.11 Lemma (Lemma 3)
(1) sp(b,z :=a) = Vi{go | o = sp(b,x := a)}
(2) Vigo | o = sp(b, w := a)} |= sp(b, z := a)

Beweis:
Zu (1): Gelte o’ = sp(b,x :=a). Da o’ |= ¢/, (HL3) und ¢, eines der g, in der Disjunk-
tion ist, folgt die gesamte Disjunktion.
Zu (2): Gelte o/ = \V{q¢o | 0 E sp(b,x :=a)}.
Es gilt
sp(b,z = a) = \ {l € (PU-P) | sp(b,z := a) = I}
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Um sp(b, z := a) aus der Disjunktion zu folgern, reicht es also, jedes [ € (P U —P)
zu folgern, fiir das sp(b,x := a) =1 gilt.

Sei so ein [ gegeben. Da o’ = \/{¢, | 0 = sp(b,xz := a)} gilt, folgt o | ¢, fiir
ein ¢’ € State mit ¢’ |= sp(b, z := a).

Da o’ = sp(b,x := a) und sp(b, x := a) = I, folgt mit der Transitivitit von” =7
nun o’ |l

Damit ist [ € {I’ € (PU=P) | sp(b,z :=a) = 1I'}. Diese Menge definiert jedoch
qo':

4 = \{l' e (PU-P)|o' T}

Da o |= ¢, gilt, folgt nun wie gewiinscht o = I.

Beweis von Satz 2:
71 zeigen war:

sp(a, 2 = a) == {40 | o0 = splg, @ := a)}.
” =7 Mit Lemma 3, (1) gilt:

sp(gz:=a) FE  V{g |0 FEspbz:=a)}

Mit (HL1) gilt:

splgz:=a) = Vg [ o= sp(bz:=a)}

Def U

= o | o= splg, 2= a)}

7 =” Lemma 3, (2) liefert:
V{dgo |0 = sp(bz:=a)} | splg,z:=a)

Mit (HL1) gilt:

V{go [0 = sp(bz:=a)} | splg,z:=a)

(lhs) (rhs)

Nach der Definition von U gilt (Ihs) ==|[]{¢s | o = sp(¢,z :=a)} und mit
(HL2) folgt (rhs) E=sp(q, z := a).

O
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5.2.12 Beispiel
if [z>y]' then
while [y #0]? do
[2:=2—1]3;
ly:=y—1*
end
if [z>y]° then
[skip]®;
else
[skip]” ;
end
else
[skip]®;
end

Behauptung:

Block 7 wird nie betreten, da x > y Invariante der while-Schleife ist.

Wir beweisen dies, indem wir das abstrakte Transitionssystem beziiglich der Préadika-

tenabstraktion mit den Pradikaten

aufstellen.

p2=xT >y

(if x >y then ..., true) —————— (sk’ipg, _‘pl) _ s P

(while y 0 do ..., p1 A py) =——= (if x > y then ..., p; A p2)

(x:=x—1; .., p1 Ap2)

(x:=x—1; ..., p2)

(skip®, p1 A p2)

p1 A p2

\

(skip”, p1 A pa2 A —p1 == false)

Es ist abzulesen, dass Block 7 micht erreichbar ist, da er nur mit dem Cube false

auftritt.



Problem:

Um die Prédikatenabstraktion zu implementieren, miissen wir sp(q, « := a) berechnen.

Der folgende Satz reduziert das Problem auf die Priifung von Implikation (auf Giiltig-
keit). Zu beachten ist, dass der Satz von Dijkstra fiir wp (im Gegensatz zu sp) eine

quantorenfreie Darstellung liefert.

5.2.13 Satz (Graf & Saidi, '97)

sp(g,z = a) |:|/\{l € PU-P|Ep— wp(z:=a,l)}

Bewezs:
sp(q,z == a)
= AlePU-P|sp(qz:=a)Fl}

Dijkstra

= A{le€PU-P|qFuwp(z:=a,l)}

== A{le PU-P|Fq— wp(z:=a,l)}

Um zu iiberpriifen, ob F ¢ — wp(z := a,l) gilt nutze SMT-Solver. Allgemeingiiltig-
keit pradikatenlogischer Formeln ist im Allgemeinen nicht entscheidbar. Damit Solver
terminiert, sollte die Formel in einem entscheidbaren Fragment der Pradikatenlogik

liegen.

5.2.14 Beispiel
In welchen Theorien ist Allgemeingiiltigkeit entscheidbar?

Theorie Beschreibung voll | quantorenfrei
Tg Gleichheit X Vv
Tpa Pearo-Arith. (+ und -) X X
TN Presburger-Arith. (nur +) | / Vv
Ty v v v
To Rationals mit 4+ und - V4 Vv
Tr Reals mit + und - vV Vv
azyklische rek. Datenstrukturen v Vv
Arrays Vv Vv

5.3 Abstraktionsverfeinerung

Ziel:
CEGAR-Loop (siehe Illustration)
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Probleme:

e Wie priift man, ob Gegenbeispiel echt oder spurious (unecht), ist, d.h. ob es
wirklich oder nur wegen der zu groben Abstraktion existiert?

e Wie extrahiert man neue Pradikate aus einem spurious Gegenbeispiel, so dass
dieses Gegenbeispiel in der Verfeinerung nicht mehr auftreten kann?

Typische Eigenschaften ¢:
e Keine Division durch 0
e 7 wird nie negativ
e Bei Terminierung ist y gerade

e Bestimmte Befehle sind nicht erreichbar (Dead-Code)

Gemeinsamkeit:

Eigenschaft lidsst sich als das Vermeiden einer Konfiguration (cpeq, o) formulieren, wo-
bei ¢paq ein unerwiinschtes Programm ist (Safety- Verifikation).

5.3.1 Definition (Gegenbeispiel)

Betrachte die abstrakte Semantik des Programms ¢ unter Abs(P).

Sei ¢paq das unerwiinschte Programm.

e Ein Gegenbeispiel ist eine Folge abstrakter Transitionen.
(COatrue) = (Ch(h) =...= (CIka)

mit co = ¢, ¢ = Chaqa und ¢; = false fiir alle 1 <i < k

e Das Gegenbeispiel heifit echt, falls es Zustédnde oy, ..., o € State gibt mit o; F ¢;
und
(C, 0'()) — (01,0'1) — ... (Cbad7Jk)7

ansonsten spurious.

e Im folgenden identifizieren wir eine Sequenz von Programmen

(coyer) = (€1,.0) = oo (Chy o)

mit dem azyklischem Programm r = rq;...;r, dass der Folge von Befehlen ent-
spricht, die beim Auswerten der Sequenz abgearbeitet werden.

e Dabei werden if und while zu assume b bzw. assume —b, je nachdem welcher Fall
ausgewertet wird.
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Die Sequenz

x:=x + 1; if y # 0 then x := x - y else y := 2; skip; end;

!

if y # 0 then x := x - y else y := 2; skip; end;

|

y := 2; skip;

!

skip;
wird beispielsweise mit der Befehlsfolge
r = z:=x+ l;assume ~(y # 0);y :=2;
identifiziert.
5.3.2 Lemma

Das Gegenbeispiel
(c,true) = ... = (¢, qi)

ist spurious gdw. es Priadikate po, ..., pr mit
e po = true und p; = false

e fiir alle 1 <4 < kist {p;—1}ri{p;} ein giiltiges Hoare-Tripel,
d.h. fiir alle 0,0’ € State mit o F p;—1 und (¢;—1,0) = (¢, 0') gilt o’ E p;.

Beweis:
e Definiere pg als true.

e Fiir alle ¢ > 0, definiere p; als stéirkste Nachbedingung von r; und p;_1.

e Dadurch gilt insbesondere:

(skip) Pi i=Ppi-1
(x:=a) p; =32 (pic1{z ="} ANz = (a{x :=2'}))
(assume b) Di :=Pic1 A b

Korollar
Ein Gegenspiel ist also spurious gdw. {true}r{false} ein giiltiges Hoare-Tripel ist. Dies
gilt, falls

true ==wp(r, false)  oder dquivalent  sp(true,r) == false.
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5.3.3 Beispiel

[z := 2]°;
[z :=2z+1]!;
[y := 2]?;
if [y=x]® then
[skip]*;
else
[skip]®;
end ;

Eigenschaft:
Block 4 nicht erreichbar.

Initiale Abstraktion:
P = (), also Abs(P) = {false, true}.

Spurious Gegenbeispiel:
(0, true) = (1,true) = (2,true) = (3, true) = (4, true)

(Statt den kompletten Programmen sind hier nur die Zeilennummern angegeben, ab
denen das Programm ausgefiihrt wird.)

Konstruktion der Prédikate wie im Beweis des obigen Lemmas:

po = true

P = ' (po{a'/x} ANz = (2{z'/x}))
= 32 (truenc =z) =z ==z

p2 = 32" (puf{e' [z} Az = (2 + 1{7'/2}))

= 3 (=2 Az=2+1)

ps = Iy (A fyt Ny = (Y /y})
= 32 i(e=2Az=2+1)ANy==2

Py = P3Ny ==
= (=2 Az=Z4+1)ANy=zAy=x
F z=z+1lANy=zAy==x
F y=z+1lAy==z
F  false
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Abstraktionsverfeinerung:
e Seien pi,...,pn—1 die neu bestimmten Prédikate wie im Beweis des Lemmas.
e Definiere P’ := PU{p1,...,pn—1}
5.3.4 Lemma
Berechnet man die abstrakte Semantik von Programm ¢ mit Abs(P’), dann gilt es

keine Folge
(c,true) = (c1,q1) = ... = (ck, @)

mit
e ¢; die Programme des vorherigen Gegenbeispiels
o g = false

mehr.

Am Beispiel:
p={zx=232:(x=2Nz=2"+1),3:(z=2Nz2=24+2) Ay=12z}

=Pt =p2 =p3

Verfeinere abstrakte Transitionsrelation:

(0, true) = (1,p1 A —pa A —p3)

(2, 7p1 A p2)

(3,=p1 Ap2 Ap3)

(4,=p1 Apa Aps N =)
=false

Beweis des Lemmas:
e Angenommen es gibt eine Folge:

(c,true) = (c1,q)) = ... = (ck, qk)

mit g, == false
e Die abstrakte Semantik ist iiber stirkste Nachbedingung definiert:

q;+1 = sp(q'srit1)

e Da ¢ die stiirkste Nachbedingung von true und r; ist, die in Abs(P’) ausgedriickt
werden kann, und da auch p; eine solche Nachbedingung ist, folgt ¢} F p;

e Allgemein gilt:
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— Angenommen ¢; | p;. Dann folgt durch die Monotonie (beziiglich =) von

sp(+, mig1):

— Mit (HL1) gilt dann

Sp(qgvri+1) )Z sp(Pis Tit1) = Pit1
auch

Sp(ql/w Tit1) = Dit1-

Da aber sp(q;, 7i+1) F ¢i41 und Dit1 F=pit1, gilt ¢ F pita-

— Also mit Induktion: ¢} |= p; fiir alle 0 <4 < k.
— Da py, == false, folgt insbesondere ¢}, |= false 4

5.4 Optimierungen

(1)

CEGAR schlidgt manchmal fehl:

[ :=a]’;

ly =)'

while [-(z =0)]? do
[z =2 —1]3;

ly =y —1]*;

end;

if a=bA—(y=0)]° then
[skip]®;

else
[skip]” ;

end

Block 6 wird nicht erreicht

e CEGAR liefert unendliche Folge von Gegenbeispielen mit Priadikaten

r=a—k,y=0b—k firalle k e N

e Wird nicht berechnet

Eigentlich benétigt: Schleifeninvariante: a =b — x =y

= Priidikate unnotigt komplex und beziehen sich auf irrelevante Variablen. Fiige besser
moglichst allgemeine Priadikate hinzu, die sich auf moglichst viele Zustédnde auswirken.
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Losung:
Craig-Interpolante
5.4.1 Definition
Seien b, p € BExp mit b F p.
Eine Formel r € BExp
e mitbErundrkEp
e und Vars(r) C Vars(b) N Vars(p)
heifit Craig-Interpolante.

5.4.2 Satz (Logik)
Craig-Interpolanten existieren in Aussagenlogik und in First-Order.
Sie lassen sich aus Resolutionsbeweisen ablesen.

(2)
Anstatt Pradikate uniform fiir alle Blocke zu verwenden, generiere Priadikate geziehlt
pro Block.

= Lazy Abstraction, Ranjit Jhala, UC San Diego

= Auch {iber Craig-Interpolanten
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6 Bisimulationsaquivalenz und
Simulationsordnung

Motivation:
Wir betrachten zwei Getrankeautomaten, endliche Automaten iiber dem Alphabet

¢ // wirf Miinze (coin) in den Automaten
t // driicke Taste fiir Tee
k // driicke Taste fiir Kaffee

start —> start —>
R
¢

Beide Automaten akzeptieren die gleiche Sprache {ck,ct}, aber ihr Verhalten unter-
scheidet sich: In den linken Automaten wirft man eine Miinze und kann dann entschei-
den, ob man Kaffee oder Tee mochte (gewiinschtes Verhalten). Der rechte Automat
entscheidet nichtdeterministisch, in welchen Zustand er geht, nachdem eine Miinze
eingeworfen wurde, und je nachdem welchen Zustand er wihlt, kann man hinterher
entweder nur Tee oder nur Kaffee bekommen.

Es macht also Sinn, zwischen diesen Automaten zu unterscheiden, obwohl sie sprachéqui-
valent sind. Wir werden sehen, dass diese Automaten nicht bisimulationsiquivalent
sind.

Wir betrachten nun statt endlichen Automaten ein allgemeineres Setting: Kripke-
Strukturen, d.h. zustandsbeschriftete Transitionssysteme.

Ziel:

e Untersuche Beziehung zwischen dem konkreten und dem abstrakten Transitions-
system

e Wann ist der Schluss c4 F ¢ = c¢ F ¢ giiltig?
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Technisch:

Zwei grundlegende Relationen zwischen Kripke-Strukturen

Bisimulationsdquivalenz (K¢ ~ K,) K¢ und K4 zeigen dasselbe Transitions-
verhalten (inkl. Branching)

Gut: Der Satz von Hennessy—Milner sagt, dass die beiden Systeme beziigliche
bestimmer logischer Formeln gleich verhalten:

Ko~Ky gdw. VYpeCTL": KcEpgdw. KaEp

Schlecht:
e Mit diesem starken Zusammenhang enthélt K 4 dhnlich viel Information wie K¢.

e Deshalb unterscheidet sich die Grofie kaum.

Simulationsordnung (K¢ < K4):

Die abstrakte Kripke-Struktur K 4 kann das Transitionsverhalten von K C nachahmen.

Schlecht: Nur die folgenden schwécheren Aussagen gelten:
Yoe ACTL* : KaF o= KcFEp
Vo e ECTL* : KcFp=KaF o

Gut: Mit diesem schwiicheren Zusammenhang benétigt K 4 oft deutlich weniger
Zustinde als K¢.

6.1 Bisimulationsaquivalenz

Ziel:

Spielcharakterisierung. Entscheidbarkeit und Minimierung

6.1.1 Definition (Kripke-Struktur)
Eine Kripke-Struktur ist ein Tupel K = (AP, S, Sp, —, 1) mit

e (5,50, —) ist ein Transitionssystem, d.h.

— S ist eine Menge von Zustdnden
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— Sp € S ist eine Menge von initialen Zustdnden
— — C S x S ist eine Transitionsrelation

e AP ist die Menge der atomarer Formeln

e [: S — P(AP) ist eine Beschriftung der Zustéinde

Wir nehmen dabei immer Deadlock-Freiheit an, d.h. jeder Zustand hat einen Nachfol-
ger: Vs e S:3s' € S:s— .

Eine Kripke-Struktur heif3t endlich, falls AP und S endlich sind.
Die Klasse aller Kripke-Struktur ist IC

6.1.2 Definition (Bisimulation und Bisimulationséquivalenz)

Seien K = (AP, S, Sy, —,1) und K' = (AP, S’, Sy, —',1') Kripke-Strukturen iiber AP.

Eine Relation R C S x S’ heifit Bisimulation zwischen K und K’, falls fiir alle
(s,s') € R gilt:

(1) Die Beschriftung sind gleich, d.h. i(s) = I'(s")

(2) s kann die von s ausgehenden Transitionen simulieren, d.h.

VieS:s—t = FH eSS >t AEt)ER

(3) s kann die von s’ ausgehenden Transitionen simulieren, d.h.
Vti'e S i =t = FHeS:s—tA(EY)ER
Die Kripke-Strukturen heiflen bisimulationsiquivalent, schreibe K ~ K’, falls es eine
Bisimulation R C S x S’ gibt, die die initialen Zustinde verbindet:
Vso € Sodsy € S (s0,85) € R
Vs, € Sg3so € So = (s0,8p) € R

6.1.3 Lemma
Bisimulationséiquivalenz ~ C K x K ist eine Aquivalenzrelation.

Beweis: o
Seine K¢ = (AP, S%, S8, —%,1") mit i =1,2,3

Transitivitit: Gelte K1 ~ K? mittels R und K? ~ K3 mittels R’ Dann folgt K! ~ K3
mittels R’ o R := {(s,s") € S1 x §3,3s' € §%: (5,5') € Rund (s,s") € R'}

Der Beweis von Reflexivitit und Symmetrie ist eine Ubungsaufgabe. O
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6.1.4 Beispiel

Die folgenden Paare von Kripke-Strukturen sind Bimulationsdquivalent. Die gestrichel-
ten Linien geben dabei eine Bisimulationsédquivalenz an. Wie man am zweiten Beispiel
sieht, spielen unerreichbare Teile keine Rolle.

\ ~

~
~
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6.1.1 Spielcharakterisierung

Eine Konfiguration ist ein Paar (s,s’) € S x S’

Es gibt zwei Spieler: Attacker und Defender

Das Spiel verlauft in Runden.

— In jeder Runde wihlt Attacker die rechte oder linke Seite der Konfiguration
(s,s") und macht dort eine Zug, sagen wir s — t

— Nun wihlt Defender einen Zug auf der anderen Seite, sagen wir s’ — t/, so
dass I(t) =U'(t').

— Die Konfiguration der néchsten Runde lautet (¢,t’)

Eine Partie ist eine maximale Folge von Konfigurationen.

— Attacker gewinnt die Partie, falls Defender nicht mehr auf eine Transition
reagieren kann.

— Verlduft Partie unendlich lange, gewinnt Defender.

Eine Partie wird immer von einem der Spieler gewonnen, nie von beiden.

6.1.5 Satz
Zustinde s € S und s’ € S’ sind bisimulationsiiquivalent gdw. Defender eine Gewinn-
strategie hat.

6.1.2 Entscheidbarkeit

Wie entscheidet man fiir endliche Kripke-Strukturen K, K’ iiber der selben Menge AP,
ob K ~ K’ gilt?

Bemerkung. Wenn R und R’ zwei Bisimulationsiquivalenzen zwischen K und K’ sind,
dann ist auch RUR’ eine Bisimulationséiquivalenz. Es gibt also insbesondere eine grofite
Bisimulationséiquivalenz zwischen K und K.

6.1.6 Lemma
K ~ K’ gdw. die groite Bisimulationsrelation R die Startzustinde verbindet.
Dabei ist
R= |J R.
R'CSxS
R’ ist Bisim.

Wie berechnet man die gréfite Bisimulationsrelation?
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Idee:
e Zunichst ist die volle Relation S x S’ ein Kandidat fiir die Bisimulation.
e Dann werden iterativ Paare (s,s") € S xS entfernt, bei denen Beschriftung oder
Nachfolger nicht passen = Fixpunkt!
6.1.7 Definition
Seine K = (AP, S, Sy, —,1) und K' = (AP, S, S}, —',l")

Die Funktion:
f~:P(SxS)—=P(SxS)

ist fiir Q C S x S’ definiert durch:
f~(Q) = {(s,8) € QU(s) =U'(s")}
N{(s,s)eQ|VteS:s—=t=WeS:s—tANEt)ecQ}
N{(s,s ) eQ |Vt €S :s =t =TFHeS:s—=tA(tt)eQ}
Sie entfernt alle Paare aus @, bei denen Beschriftung oder Nachfolger nicht passen.

Da durch das Entfernen von Paaren eventuell bei anderen Paaren nun die Nachfolger
nicht mehr passen, muss die Funktion mehrfach angewandt werden.

6.1.8 Lemma
f~ ist monoton.

Da f~ monoton, ist
Sx S D fu(SxS)D...

eine absteigende Kette, die gegen grofiten Fixpunkt konvergiert:
efp(f<) = FE(S x &) mit F£(S x §') = FEF1(S x §)

6.1.9 Lemma
(1) Jeder Fixpunkt von fx ist eine Bisimulation, insbesondere gfp(fx).

(2) Jede Bisimulation R C S x S’ ist ein Fixpunkt von fx

6.1.10 Satz
efp(fx) ist groBte Bisimulation.

Beweis:

e Da mit (1) jede Bisimulation, und damit insbesondere die gréfite R, Fixpunkt
von fx, gilt mit Def. des gréfiten Fixpunkts:

R C gfp(f~) .
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o (2) zeigt, dass gfp(f~) wieder Bisimulation ist, daher muss Gleichheit gelten.
O

Korollar
K ~ K’ gdw. gfp(f~) verbindet die Startzustéinde

Bemerkung. Analog zur Minimierung von endlichen Automaten kann man die grofite
Bisimulation zwischen einer Kripke-Struktur und einer Kopie von ihr nutzen, um die
minimale zu ihr bisimulationsédquivalente Struktur zu finden.

6.2 Berechnungsbaumlogik CTL

Ziel:

Beschreibe temporale Eigenschaften von Kripke-Strukturen.

Alternativen:

e LTL = Linear-time (temporal) logic (Pnueli '77) interpretiert iiber Berechnungen
(Worten, ohne Branching)

e CTL = Compuation-tree logic interpretiert iber Berechnungsbdumen (mit Bran-
ching)

e LTL und CTL sind unvergleichbar
e CTL* = Verallgemeinerung von beiden.

Hier: CTL

6.2.1 Definition (Syntax von CTL)
Sei AP eine Menge atomarer Formeln.

Die Menge der CTL-Formeln ist wie folgt definiert:
=D | 7o | @iV | EX o1 | BEG o1 | E (01llp2)

(mit p € AP)
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AuBlerdem verwenden wir folgende Abkiirzungen:

true :=pV —p
p == VY
P AV :==(mp V)
EF¢ := E(trueldy)
AXp:=-EX-p
AFyp :=-EG-yp
AGyp .= -EF-p

A(p1lps) == (FEG=p2) N ~E(=pald (o1 A —p2))
Bedeutung:

e E: exists, es gibt eine Pfad, auf dem gilt...
e A: all fiir alle Pfade gilt ...

e X: next, fiir einem Nachfolgezustand gilt...
e F: finally, schliefllich (fiir einen Zustand im Pfad) gilt ...
e G: globally, fiir alle Knoten im Pfad gilt...

Intuition:

e EF ¢ : Es gibt einen Pfad, auf dem schliellich ¢ gilt

o AG ¢ : Auf allen Pfaden gilt immer ¢
/ ) \
2 2
7N /
2 2 2
/N
2 2

N\

¥
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e EG ¢ : Es gibt einen Pfad, auf dem immer ¢ gilt

\
Y RN
w/\

o AF ¢ : Auf allen Pfaden gilt schliellich ¢

T
NN
W/\W

E(p1ldpa) : Es gibt einen Pfad, auf dem ; gilt, bis ¢o eintritt.

/\
N 7\
/\

Berechnungslogiken wie CTL machen von einem gegebenen Punkt in einer Struktur
(Zeitpunkt) aus Aussagen iiber die Nachfolger des Punktes (Zukunft). Dementspre-
chend ist auch die Erfiilltheitsrelation definiert.

6.2.2 Definition (Semantik von CTL)
Sei K = (AP, S, Sp, —,1) eine Kripke-Struktur.

Die Erfiilltheitsrelation F fiir CTL ist induktiv {iber den Aufbau der Formeln und
relativ zu einem Zustand von K definiert:
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K,s Ep , falls p € I(s)

K,s F-p , falls nicht K, s FE ¢

K,s F 1V , falls K, s F ¢1 oder K, s F @2

K,s EEXyp , falls es einen (unendlichen) Pfad II = sps152 ... mit
so =sund K, s; F ¢ gibt

K,s F EGy , falls es einen (unendlichen) Pfad II = sps$152 ... mit

so =sund K,s; F ¢ V,; gibt
K,s E E(pildps) , falls es einen (unendlichen) Pfad II = sps152 ... mit
sop = s gibt und es auf diesem Pfad ein 5 > 0 glbt mit
K,s; F o firalle 0 <7< jund K,s; F ¢

Wir schreiben K |= ¢, wenn fiir alle Startzustinde so € Sy gilt: K, sp = ¢.

Bemerkung. Wir fordern fiir E(p1Uy2), dass es einen (unendlichen) Pfad gibt, auf
dem auf einem endlichen Prifix ¢ gilt und dann zu einem (endlichen) Zeitpunkt ¢o
gilt. Ein unedlicher Pfad, auf dem auf jedem Knoten ¢, gilt, erfiillt diese Eigenschaft
nicht!

6.2.1 Model-Checking CTL nach Emerson & Clarke

Das Model-Checking-Problem fiir CTL ist wie folgt definiert:

Gegeben:
Endliche Kripke-Struktur K und CTL-Formel ¢q

Frage:
Gilt K E po?
Lose allgemeinere Aufgabe:

Bestimme fiir jede Teilformel ¢ von ¢, die Menge S(p) der Zustinde, in denen ¢ gilt:

S(p):={s€S|K,sEp}

Damit kann man insbesondere das Model-Checking-Problem I6sen, indem man die
Inklusion
So € S(¢o)

iiberpriift.

Hierzu iterieren wir iiber die Teilformeln und berechnen die Mengen S(¢), wobei in
der i-ten Iteration die Teilformeln der Tiefe ¢ € N betrachtet.
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Dabei ist die Tiefe wie folgt definiert:

d(p) =0 , fiir alle p € AP
d(—p) =1+d(p)
d(EXp) =1+4d(p)
d(EGp) =1+ d(y)
d(p1Vp2) =1+ maz{d(p1),d(p2)}

d(E(p1idps)) =1+ max{d(p1),d(p2)}

Mit cl(pg) bezeichnen wir die Menge der Teilformeln von ¢q (closure, Fisher-Ladner-
Abschluss).

Algorithmus:
Input: K = (AP, S, Sy, —,1) und ¢

Output:  Mengen S(¢p) fiir all ¢ € cl(¢o)

begin :
for i=0 to d(pg) begin
for all ¢ €cl(po) mit d(p) =14 do
check (¢);
end
end
end

Der Unteralgorithmus Check(y) befiillt die Menge S(¢) und ist abhéingig von der Form
von .
(1) Check(p) mit p € AP:
S(p) = {s € S |pel(s)}
(2) Check(—p):
S(mp) =85\ 5(p)
(3) Check(¢1 V p2):
S(p1V p2) = S(p1) U S(p2)
(4) Check(EX ¢):
S(EXp):={seS|FecS(p):s—t}
(5) Check(E(p1Udpz)):

nutze die Aquivalenz:

E(p1ilhpa) F=pa V (o1 AN EX(E(p1ldps)))
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Implementierung:

// Starte in S(p2)

// Fiige in Breitensuche riickwidrts Zustdnde hinzu, die ¢; erfiillen

Q= 0;

Q':= S(p2);
while Q # Q

Q:=Q

Q:= QU{seS|seS(p1),RHeQ:s—t};
end

S(E(pilps) = Q

(6) Check(EGy):

Hausaufgabe.

Bemerkung. Der Algorithmus Check benutzt nur Mengen, die bereits in vorherigen
Iterationen befiillt wurden. Sei zum Beispiel ¢ eine Formel mit Tiefe ¢. Dann hat —p
Tiefe ¢ + 1, und beim Ausrechnen von S(—y) (in der i + 1-ten Iteration) steht S(¢)
zur Verfiigung (wurde in der i-ten Iteration berechnet).

6.2.3 Beispiel
Sei die Kripke-Struktur K;, die eine Mikrowelle beschreibt und durch das folgende
beschriftete Transitionssystem definiert ist, gegeben.

{}
start —>®

{start, error} {closed, heat}
closed} [3]

{start, closed, error} {start, closed} {start, closed, heat}

Wir mochten iiberpriifen ob die Mikrowelle nachdem Start gedriickt wurde (d.h. Zu-
stand ist mit start gelabeled) immer irgendwann einen Zustand erreicht, in dem der
Inhalt ausgewérmt wurde (d.h. Zustand ist mit heat gelabeled). Wir mochten also
priifen, ob

Ky = AG(start — AFheat)

gilt. Wenn wir die Abkiirzungen ausfalten, miissen wir also iiberpriifen, ob Ky = ¢
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gilt, mit
wo = — (E (true U (start N EG—heat)))

Wir berechnen iterativ:

S(start) = {2,5,6,7}
S(heat) = {4,7}
S(—heat) = {1,2,3,5,6}
S(EG-heat) = {1,2,3,5}
S(start N EG—heat) = S(start) N S(EG-heat) = {2,5}
S(FE (true U (start AN EG-heat))) = S=1{1,2,3,4,5,6,7}

S(pe) = S\S=0
Insbesondere gilt also Ky = g nicht.

6.2.2 Satz von Hennessy & Milner
Ziel:

K=K gdw. VoeCTL:KF pgdw. K'E .

Wir zeigen beiden Richtungen jeweils als Lemma. Fiir die Richtung ”links nach rechts” benotigen
wir den Begriff der entsprechenden Pfade.

6.2.4 Definition
Seien K = (AP, S, Sy, —,1) und K = (AP, S, S}, —',l') zwei Kripke-Strukturen und
sei R C S x S’ eine Bisimulationséiquivalenz zwischen ihnen. Zwei Pfade

T =5081... mits; € SVieN
' =sysy... mit s; € S’ VieN

heiflen entsprechend, falls (s;, s;) € R fiir alle ¢ € N.

6.2.5 Lemma

Seien K = (AP, S, Sy, —,1) und K = (AP, S, 5], —',1") zwei Kripke-Strukturen und
sei R C S xS’ eine Bisimulationséiquivalenz zwischen ihnen. Sei (s,s’) € R ein Paar
von bisimulationséiquivalenten Zusténden.

e Dann gibt es zu jedem Pfad
T = §8182 ... der in s beginnt
einen entsprechenden Pfad

7' = §'s1sh ... der in s’ beginnt.
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e Analog gibt es zu jedem Pfad, der in s’ beginnt, einen entsprechenden Pfad, der
in s beginnt.

6.2.6 Lemma
Falls K ~ K', daam Vi € CTL : K E p gdw. K' F ¢

Beweis:
Seien K = (AP, S, Sy, —,1) und K = (AP,S",5),—',I') und sei R C S x S’ eine
Bisimulationsdquivalenz zwischen ihnen.

Wir zeigen fiir alle bisimulationséquivalenten Zustandspaare (s, s’) € R und alle CTL-
Formeln ¢:

K,sEpegdw K',s' ¢

Beweis durch Induktion nach der Struktur von ¢.

IA: p=pec AP

Aus (s,8") € R folgt I(s) = I'(s’). Also insbesondere p € I(s) gdw. p € I'(s’). Damit
gilt K;s Epgdw. K', s Ep.

IS:  Wir zeigen hier nur den Fall ¢ = EGy;.
Gelte K, s | EGpy. Dann gibt es einen Pfad

T = 508182 ... der in s beginnt (s = s)

so dass K,s; E ¢ fiir alle 1 € N. Mit dem vorherigen Lemma gibt es dann einen
entsprechenden Pfad

7' = sys)s5 ... der in s’ beginnt (s" = s{) ,
d.h. (s4,8;) € R fiir alle ¢ € N. Mit Induktion gilt fiir ¢:
K,si | ¢1 gdw. K',s; = o1

Hier angewandt erhalten wir K', s} = ¢; fiir alle ¢ € N. Wir haben also einen Pfad 7’
gefunden, der zeigt, dass K', s’ E EGyp gilt.

Die Riickrichtung kann analog bewiesen werden. O
6.2.7 Satz (Satz von Hennessy & Milner, '85)

K=K gdw. VoeCTL:KEpgdw. K'Fop
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