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Abstract

In der folgenden Arbeit werden sich Parititsspiele angeschaut. Infolge dessen wird das
2018 von Lehtinen vorgestellte Verfahren betrachtet, das es ermoglicht, Parititsspiele in
quasipolynomieller Zeit zu 16sen. Bei diesem Verfahren handelt es sich um die Register-
spiele. Im Laufe der Arbeit wird ihre Funktionsweise erliutert und gezeigt, wie sie sich
auf das Konzept der good-for-Games Automaten iibertragen lassen. Auflerdem wird tiber
die Struktur der universellen Biume gezeigt, dass fiir auf diesen Automaten basierenden
Algorithmen eine quasipolynomielle untere Schranke existiert.






Aufgabenstellung der Bachelorarbeit

Parititsspiele sind Zwei-Personen-Spiele mit perfekter Information, bei denen der Ge-
winner einer unendlich langen Partie nicht bereits an einem endlichen Prifix erkennbar
ist. Sie eignen sich zum Modellieren von sogenannten Liveness-Verifikationsproblemen.
Insbesondere finden sie Verwendung in Verfahren fiir Entscheidungsprobleme fiir die
Spezifikationslogiken S2S (monadische Pridikatenlogik zweiter Stufe iiber unendlichen
Binidrbiumen) und dem modalen p-Kalkiil, einer Fixpunktlogik. Beispielsweise verwen-
det der moderne Beweis von Rabins Baum-Theorem, welches zeigt, dass die Erfiillbarkeit
der Logik S2S entscheidbar ist, Parititsspiele und deren Eigenschaften.

Die Komplexitit von Parititsspielen, also dem Problem, zu entscheiden, welcher Spie-
ler den Sieg erzwingen kann, ist seit langem ein offenes Problem. Zielonkas Algorithmus
wird in der Praxis hiufig verwendet, sein Zeitverbrauch ist allerdings exponentiell sowohl
in der Knotenanzahl als auch in der hochsten verwendeten Prioritit. Neuere Verfahren
liefern subexponentielle, aber immer noch superpolynomielle Laufzeiten. Im Jahr 2017
wurde mit dem Algorithmus von Calude et al. ein Durchbruch erzielt; Dieser 16st Pari-
titsspiele in quasipolynomieller Zeit, wobei nur die Priorititen exponentiell eingehen.
In den folgenden Jahren wurden andere Algorithmen mit dhnlichen Zeitschranken vor-
gestellt, unter anderem von Jurdzinski und Lazic sowie von Lehtinen. Spiter wurde von
Czerwinski et al. gezeigt, dass diesen drei Algorithmen das selbe Prinzip zugrunde liegt.
Man kann sie so auffassen, dass sie einen sogenannten good-for-small-Games Automa-
ten konstruieren. Das Produkt dieses Automaten mit dem gegebenen Parititsspiel ist ein
grofleres Spiel, jedoch mit einfacherer Gewinnbedingung (bei Calude et al. sowie bei Jurd-
zinski und Lazic: Safety- statt Parititsbedingung; bei Lehtinen: Parititsspiel mit nur noch
logarithmisch vielen Priorititen). Die Konstruktion ist insbesondere im Fall von Lehti-
nens Verfahren interessant, da der konstruierte Automat hier nicht-deterministisch ist.
Das Resultat von Czerwinski et al. beweist auch, dass die spezielle Art von good-for-small-
Games Automaten, die aus den oben genannten Konstruktionen resultiert, in ihrer Grofle
durch eine quasipolynomielle Zustandsanzahl nach unten beschrinkt ist.

Ziel der Arbeit ist es, den Begriff der good-for-small-Games Automaten zu erliutern

und darzulegen, wie diese zum Losen von Parititsspielen verwendet werden konnen. Ins-
besondere sollen das Verfahren von Lehtinen, der Beweis seiner Korrektheit und die aus
dem Verfahren resultierende Automatenkonstruktion dargestellt werden.
Lehtinen hat zwischenzeitlich eine vereinfachte Form ihres Verfahrens veroffentlicht, die
Automatenkonstruktion von Czerwinski et al. bezieht sich jedoch noch auf die urspriing-
liche Veroftentlichung. Als weiteres Ziel der Arbeit sollen die Konstruktionen aneinander
angepasst werden, so dass der Zusammenhang zwischen beiden besser erkennbar wird.
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1 Einleitung

Ein Konzept aus der Theoretischen Informatik, das genutzt wird um Problemstellungen
abzubilden, sind die sogenannten Spiele. In diesen nehmen mindestens zwei verschiede-
ne Entititen, Spieler genant, Einfluss auf den Systemablauf. Dabei kann die Art, wie die
einzelnen Spieler Einfluss nehmen, unterschiedlich sein. Damit kénnen zum Beispiel Si-
tuationen modelliert werden, in denen eine Entitit nicht die Kontrolle iiber alle Parame-
ter hat. Einer der Spieler kann dabei ein Programm darstellen, das eine bestimmt Aufgabe
besitzt, und der andere Spieler stellt Einfliisse von aufSerhalb dar, auf die das Programm
reagieren muss. Ein andere Bereich in dem Spiele Anwendung finden, ist die Verifikati-
on. Auf den ersten Blick ist dabei nicht ersichtlich, an welcher Stelle die verschiedenen
Spieler auftauchen. Wenn man sich aber zum Beispiel ein System anschaut, das iiber ei-
ne bestimmte Sorte Nichtdeterminismus verfiigt und das Model der Eigenschaft, die zu
verifizieren ist, iiber eine andere Art Nichtdeterminismus verfiigt, dann kann der Nicht-
determinismus iiber die Spieler dargestellt werden. Ein Beispiel dafiir wiren nichtdeter-
ministische Automaten auf Biumen, wobei die Verzweigungsstruktur der Biume als eine
Art des Nichtdeterminismus aufgefasst wird.

Nun besitzen Spiele verschiedene Gewinnbedingungen, um verschiedene Sachverhalte
darzustellen. Die simpelste Bedingung ist Safety. Dabei gibt es eine Menge an ungewoll-
ten Zustinden und einer der Spieler versucht diese Zustinde zu erreichen und der andere
unendlich lange diese zu vermeiden. Das Besondere dabei ist, dass, wenn der eine Spie-
ler diese Zustinde erreichen kann, dies immer in endlicher Zeit moglich ist. Dadurch
ist diese Bedingung fiir bestimmte Modellierungen nicht ausreichend. Eines davon ist
Liveness, zum Beispiel wenn ein Programm eine unendliche Anzahl an Anfragen erhilt,
soll es auch eine unendliche Anzahl an Antworten abschicken. Hierfiir konnen die Biichi
und CoBiichi Bedingungen genutzt werden. Auch hier existiert eine Menge an schlechten
Zustinden, aber diesmal ist es akzeptabel, wenn diese erreicht werden, solange die guten
Zustinde nur unendlich oft erreicht werden. Eine Erweiterung davon ist Paritit. Dort gibt
es eine Hierarchie der guten und schlechten Zustinde ausgedriickt durch Priorititen. Da-
bei erhalten die schlechten Zustinde ungerade Priorititen und die guten Zustinde gerade
Priorititen. Man kann sich das so vorstellen, dass eine ungerade Prioritit fiir einen Feh-
ler steht, der von den kleineren Priorititen nicht abgefangen werden kann. Eine gerade
Prioritit hingegen steht dafiir, dass alle Fehler, die in kleineren Priorititen auftreten be-
hoben werden. Die Akzeptanzbedingung fiir Paritit lautet nun, dass die hochste Prioritit,
die unendlich oft auftaucht gerade ist. Das heif$t, dass jedes Mal, wenn ein Fehler auftritt,
dieser durch einen Zustand mit hoherer Prioritit behoben wird.

Eine der am hiufigsten gestellten Fragen ist dabei, ob einer der Spieler sicherstellen



kann, dass er das Spiel gewinnt, unabhingig vom Verhalten des anderen Spielers. Eine
daraus folgende Frage ist, wie man einen solchen Spieler bestimmen kann und wie lange
ein Algorithmus dauert, der diesen bestimmt. Man kann nimlich Parititsspiele fiir S2S-
Logik (monadische Pridikatenlogik zweiter Stufe iiber unendlichen Binirbiumen) und
dem modalen y-Kalkiil nutzen. Beispielsweise verwendet der moderne Beweis fiir Rabins
Baum-Theorem, welches die Erfiillbarkeit der S2S-Erfiillbarkeit zeigt, Parititsspiele und
deren positionelle Determiniertheit.

Bisher wurde zum Losen von Parititsspielen hiufig Zielonkas Algorithmus [1] verwen-
det, dieser hat aber superpolynomiellen Zeitbedarf. Im Kontrast dazu stehen Safety und
Biichi-Spiele, fiir die es polynomielle Algorithmen gibt. Gleichzeitig ist bereits bekannt,
dass das Ermitteln des Gewinners eines Parititsspiels sowohl in NP als auch in co-NP
liegt. Entsprechend besteht die Hoffnung, dass es einen Algorithmus mit polynomiellen
Zeitbedarf gibt, der das Problem l6sen kann.

Seit 2017 wurden nun 3 Verfahren von Calude et al. [2], Jurdzinski und Lazik [3] sowie
Lehtinen [4] gefunden, die zumindest einen quasipolynomiellen Algorithmus erzeugen.
Aus diesem ergeben sich zwei Ansitze, um einen polynomiellen Algorithmus zu erhalten.
Zum einen sind die Algorithmen fixed-parameter tractable, das heif$t die Grofle des Graphen
geht nur polynomiell in die Laufzeit ein und die grofSte Prioritit ist der exponentielle Fak-
tor. Auferdem hat die quasipolynomiell Laufzeit hier die Form 208 )" wobei n die GroRe
des Spiele und k eine Konstante ist. Die Hoffhung ist nun, dass diese Konstante auf'1
reduziert werden kann oder die Prioritit um eine passenden Faktor verkleinert werden
kann. Der andere Ansatz besteht im schon oft erfolgreich genutzten Prinzip, ein Problem
auf ein einfacher zu l6sendes Problem zu reduzieren. In diesem Fall wird versucht Pari-
titsspiele auf Safety-Spiele zu reduzieren, da diese nur polynomiellen Zeitbedarf haben.
Dabei ist wichtig, das die Reduktion selber auch in polynomieller Zeit durchfiihrbar ist.
Mit den drei neuen Verfahren ist zumindest eine quasipolynomielle Reduktion moglich.
Genauer liefern die Verfahren einen good-for-small-Games Automaten.

Good-for-Games Automaten haben die besondere Eigenschaft, dass sie mit einem Spiel
kombiniert werden kénnen, um ein neues Spiel zu erzeugen, das die Gewinnbedingung
des Automaten besitzt, gleichzeitig aber den gleichen Gewinner wie das alte Spiel aufweist.
Good-for-small-Games Automaten funktionieren genauso, nur kann hier die Ubereinstim-
mung der Gewinner nur fiir Spiele bis zu einer bestimmten Grofle garantiert werden.
Die Hoffnung war, das mit gewissen Anpassungen der Verfahren eine polynomielle Re-
duktion moglich ist. Leider haben Czerwinski et al. [5] gezeigt, das es eine quasipolyno-
mielle untere Schranke fiir dies Art von Automaten gibt und entsprechend damit keine
solche Reduktion durchfiihrbar ist. Das schliefit eine Reduktion iiber andere Verfahren
aber nicht aus, entsprechend bleibt das Bestimmen der Komplexitit von Parititsspielen
ein offenes Problem.

Struktur Ziel dieser Arbeit ist es nun, einen Uberblick iiber diese verschiedenen Konzepte
zu geben und sie in Verbindung zueinander zu setzten. Dazu werden zuerst in Kap[2| die
Grundlagen erklirt. Insbesondere ist dabei wichtig, dass eine einheitliche Schreibweise



1 EINLEITUNG

genutzt wird, da sich diese in den verschiedenen Arbeiten zu den Themen unterscheiden.
Dabei wird auf Automaten, Spiele und universelle Graphen und Biume eingegangen. In
Kap3| wird dann erklirt, wie good-for-Games und good-for-small-Games Automaten defi-
niert sind und auch die ersten Ergebnisse dazu vorgestellt. In Kap. 4.1 werden zuerst die
Registerspiele vorgestellt. An dieser Stelle ist zu beachten, dass Lehtinen die Konstruktion
von Registerspielen, mit der sie den quasipolynomiellen Algorithmus fiir Parititsspiele
gezeigt hatte, [4] in einem spiteren Paper [6] nochmal iiberarbeitet hatte, um Beweise ein-
facher und nachvollziehbarer zu gestalten. Hier wird die zweite Variante vorgestellt, sowie
einige der daraus folgenden Beweise insbesondere natiirlich fiir den Zeitbedarf gezeigt.
In Kap. 4.2\ wird dann der von Czerwinski et al. entwickelte Separatoransatz vorgestellt,
mit welchem die drei Verfahren fiir Parititsspiele dargestellt werden konnen. AufSerdem
wird der Bewies erliutert, warum dafiir eine untere Schranke existiert. Allerdings bezieht
sich Czerwinski noch auf die erste Version der Registerspiele, weshalb dies nicht mehr
mit der neuen Version iibereinstimmt. Deshalb werden in Kap.[4.3|Registerspiele und Se-
paratoren aneinander angepasst, um sie besser miteinander in Bezug zu setzten. In Kap.
[5|werden dann verschiedene Ergebnisse von Colcombet und Fijalkow [7] [8] genutzt, um
zu zeigen, dass Registerspiele eine Form der good-for-small-Games Automaten sind, sowie
dass die von Czerwinski gezeigten Laufzeitschranken auf diese anwendbar sind.
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2 Grundlagen

Zunichst einmal werden die Grundlagen, die hinter dieser Arbeit stehen, besprochen,
dabei wird auch die Notation der verschiedenen benutzten Konzepte erliutert, da es in
der Literatur durchaus Abweichungen gibt. Im Folgenden werden Automaten, Spiele und
universelle Biume und Graphen besprochen.

Automaten: Als Erstes wiren da Automaten. Ein Automat A = (£, Q,s,J,a) besteht aus
einem endlichen Alphabet X, einer endlichen Zustandsmenge Q, einem Startzustand s,
einer Ubergangsfunktion § und einer Akzeptanzbedingung a. Der Automat liest dabei
Worte w € ¥, dass heifdt, das der Automat vom Startzustand aus buchstabenweise die Zu-
stinde so wechselt, wie es in der Ubergangsfunktion definiert wird. Man spricht auch vom
Lauf eines Automaten iiber ein Wort w. Die Akzeptanzbedingung bestimmt dabei, ob ein
Lauf vom Automaten akzeptiert wird. Die Menge aller Wort, deren Lauf akzeptiert wird
bildet dabei die Sprache L(A) des Automaten. Dabei stellt die Ubergangsfunktion den Un-
terschied zwischen verschiedenen Arten von Automaten da, bei deterministische Automa-
ten gilt 6 : Q x £ — Q, wihrend bei nichtdeterministischen Automaten ¢ : Q x £ — P(Q)
gilt. Dabei ist P(Q) die Potenzmenge iiber Q, also die Menge aller moglichen Mengen
der Zustinde. Wenn dabei an einem Zustand mehrere Uberginge moglich sind, wird ei-
ner davon zufillig gewihlt. Bei Nichtdeterminismus muss nur ein Lauf von w {iber die
moglichen Uberginge zur Akzeptanzbedingung fithren. Des Weiteren gibt es noch alter-
nierende Automaten, diese sind eine Unterform der nichtdeterministischen Automaten.
Dort werden die Zustinde in zwei disjunkte Teilmengen unterteilt Q = Qv v Qg, auch
universell und existenziell genannt. Q3 verhilt sich genau so, wie bei nichtdeterminis-
tischen Automaten, wihren bei Qy gilt, dass alle moglichen Ubergiinge zu einer Akzep-
tanzbedingung fiihren miissen, damit die Eingabe akzeptiert wird. Dabei ist zu beachten,
dass diese Automaten gleich michtig sind, also die gleiche Art von Sprachen erkennen,
der Unterschied besteht in der Anzahl der benétigten Zustinde und das man bei Bewei-
sen bestimmte Eigenschaften von nichtdeterministischen beziehungsweise alternieren-
den Automaten ausnutzen kann.

Im Rahmen dieser Arbeit werden Automaten betrachtet, die iiber unendlichen Worten
w = wow;... € X operieren. Dies beeinflusst die Art der Akzeptanzbedingungen: wihrend
bei endlichen Worten die Bedingung hiufig mit dem Zustand zusammenhingt,der nach
der letzten Eingabe erreicht wird, ist dies hier nicht mdoglich. Daher ist die Bedingung
hier hiufig, dass eine bestimmte Eigenschaft unendlich oft beziehungsweise nur endlich
oft auftritt. Eine der einfachsten ist Safety, diese enthilt eine Menge ablehnender Zustinde
und ein Wort wird akzeptiert, wenn diese Zustinde nie erreicht werden. Eine andere, die
im Verlauf der Arbeit hiufiger genutzt wird, ist Paritit. Dabei wird jedem Zustand ein



Wert, genannt Prioritit, aus dem endlichen Intervall [i,d] zugewiesen und ein Durchlauf
wird genau dann akzeptiert, wenn die hochste Prioritit, die unendlich oft auftritt, gerade
ist.

Zu Spielen: Als nichstes betrachten wir die Grundlagen von Spielen. Ein Spiel ist ein ge-
richteter Graph G = (V,R, L) mit Knoten V, Kanten R und einer Labelfunktion L. Dabei
wird die Knotenmenge in zwei disjunkte Teilmengen unterteilt, die den beiden Spielern
zugewiesen werden, entsprechend gilt V= V4 u Vg. Auflerdem verfiigt er iiber eine Men-
ge von Buchstaben X, diese wird mit der Labelfunktion L den Kanten zugewiesen; also
L: R — X. In solchen Spielen gibt es zwei Spieler, im folgenden Adam und Eva genannt,
hiufig A bzw. E abgekiirzt, wobei V4 zu Adam und Vg zu Eva gehort. Ein Spielablaufist eine
Abfolge von Knoten, im Folgenden Positionen genant, p = pop1p2... wobei die einzelnen
Spielziige (p;, pi +1) € R jeweils von dem Spieler gewihlt werden, dem die aktuelle Posi-
tion gehort. Wenn es von einer Position aus keinen Zug gibt, wird diese als deadlocked
bezeichnet. Ein Spiel das keine solchen Positionen besitzt ist deadlockfrei. Im Rahmen
dieser Arbeit werden nur deadlockfreie Spiele betrachtet. Ein Spiel G’ wird als Unterspiel
zu einem Spiel G bezeichnet, wenn alle Positionen und Ziige, die in G’ vorkommen, auch
in G vorkommen. G kann aber Positionen und Ziige besitzen, die nicht in G" auftauchen.

An dieser Stelle sei noch angemerkt, dass man die Labels auch den Knoten zuweisen
kann, die Funktion also folgendermafien definiert wird: L : V' — X. Beide Varianten wer-
den in der Literatur benutzt und tauchen auch in den Arbeiten auf] auf die sich spiter
bezogen wird. Dies ist aber nicht problematisch, da sie gleichwertig sind. Man kann ein
Spiel immer von der einen Form in die andere Form {iberfithren. Wenn die Priorititen
an den Knoten stehen, muss man sie fiir die Umformung nur von einem Knoten an alle
aus diesem Knoten ausgehenden Kanten setzen. Die Umformung in die andere Richtung
ist etwas aufwendiger. Fiir jede Kante wird ein neuer Knoten eingefiigt, der zwischen den
beiden Knoten liegt, die von der Kante verbunden wurden. Der neue Knoten erhilt die
Prioritit, die vorher die Kante besaf, die anderen Knoten erhalten eine Prioritit, die das
Spiel nicht beeinflusst.

Des Weiteren besitzt ein Spiel eine Gewinnbedingung. Eine mogliche Bedingung ist
Safety, hierbei wird eine Menge an Positionen ausgewihlt und Eva gewinnt, wenn diese
Positionen in einem unendlichen Spiel nie erreicht werden, ansonsten gewinnt Adam.
Eine andere Bedingung ist Paritit, dabei bestehen die Labels X aus den Werten des In-
tervalls [i,d] mit i und d aus den natiirlichen Zahlen, die Labels werden im Folgenden
als Prioritit bezeichnet, und Eva gewinnt, wenn die hochste unendlich oft auftauchende
Prioritit gerade ist.

Die Beispiel und zeigen zwei Parititsspiele. Dabei sind die roten Quadrate
Knoten aus Vr und die griinen Kreise Knoten aus V4 und vy ist der Startknoten des Spiels.
Dabei ist leicht zu sehen, dass das linke Spiel von Eva gewonnen wird, da die Kante mit
Prioritit 2 immer genommen werden muss. Beim rechten Spiel hingegen hat Adam eine
Gewinnstrategie, nimlich in v; immer den Loop zu wihlen und damit Prioritit 1 unend-
lich oft auftauchen zu lassen.



2 GRUNDLAGEN

(a) Spiel mit Eva als Gewinner (b) Spiel mit Adam als Gewinner (c) Automat zu Spiel b
1 1 1
()] c— ()

2 1 1
o —
2 2

Abbildung 2.1: Beispiele fiir Spiele und Automat

Hier sieht man, dass es zwischen Automaten und Spielen Uberschneidungen gibt. Es
kann nimlich fiir ein Spiel ein Automat konstruiert werden, der entscheidet, ob eine ge-
gebenes Wort eine korrekte Zugfolge ist, die fiir einem der Spieler zum Sieg fiihrt. In2.1d
ist ein Parity-Automat zu sehen, der entscheidet ob ein Wort in der Sprache des Spiels aus

R.1Dlist.

Definition 1. Eine Strategie fiir einen Spieler ist eine Funktion 7t : V* — V, die einer endlichen
Abfolge von Knoten vy, ..., v; einen Nachfolgeknoten zuweist. Dabei gehort v; zu dem entsprechenden
Spieler.

Die Strategie gibt also an, wie sich der Spieler in einer bestimmten Spielsituation ver-
halten soll. Man spricht davon, dass einer der Spieler eine Gewinnstrategie fiir eine Po-
sition x besitzt, wenn er eine Strategie besitzt, die es ihm bei jeden moéglichen Zug des
Gegners ermoglicht, die Gewinnbedingung zu erreichen. Die Definition lisst sehr leicht
erkennen, dass nicht beide Spieler gleichzeitig eine Gewinnstrategie fiir eine Position
besitzen kénnen, allerdings gibt es auch Positionen in denen keiner der Spieler eine Ge-
winnstrategie besitzt. Die Menge an Positionen fiir die Adam bzw. Eva eine Gewinnstra-
tegie besitzt wird Gewinnregion W, bzw. W genant. Wenn dabei die Startposition in der
Gewinnregion eines Spielers liegt, spricht man davon, dass der Spieler das Spiel gewinnt.
Ein Spiel, in dem es fiir jede Position einen Gewinner gibt, wird determiniert genannt.
Eine Strategie wird positional genannt, wenn nur die aktuelle Position nicht aber die vor-
herigen Ziige fiir die Auswahl des aktuellen Zuges entscheidend sind.

Eine der wichtigen Aussagen iiber Parititsspiele ist, das sie positional determiniert
sind. Dies wurde unter anderem von Emerson and Jutla [9] bewiesen.

Zu (n,d)-Baumen und (n,d)-Graphen: Eine weitere Struktur die auf Graphen beruht, sind
Biume. Graphtheoretisch sind Biume zusammenhingende Graphen ohne Kreise. Dabei
betrachten wir gewurzelte Biume mit geordneten Kindern. Dabei besitzt jeder Knoten
ein Label, mit dem er identifiziert wird. Von diesem Knoten gehen wiederum Kinder ab,
wobei die Kinder eines Knotens total geordnet sind. Man kann einen beliebigen Knoten
also an der Abfolge der Labels seiner Vorginger identifizieren. Die Hohe eines Knotens
beschreibt, wie viele Knoten er von der Wurzel entfernt liegt. Eine mogliche Ordnung
ist die lexikografische, dabei sind die Kinder wie im Alphabet in einer festen Reihenfolge.
Wenn man nun zwei beliebige Knoten vergleichen will, schaut man sich das Wort an, dass
von der Wurzel ausgehend bis zum Knoten gebildet wird und der erste Buchstabe, der sich
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Abbildung 2.2: ein (3,4)-universeller Baum

unterscheidet, bestimmt die Ordnung. Zum Beispiel gilt {(a,c,e) < (a,d,b). Knoten die
keine Kinder haben werden Blitter genannt. Ein Baum S ist in einem Baum T enthalten,
wenn man durch Entfernen von Knoten in T den Baum S erzeugen kann. Man spricht
von einem (#,d)-Baum, wenn der Baum maximal n Blitter hat und maximale Hohe d/2
besitzt. Der Einfachheit halber wird im Folgenden davon ausgegangen, dass alle Blitter
eines Baumes die gleiche Hohe haben.

Definition 2. Ein Baum wird als (n, d)-universell bezeichnet, wenn er alle (1, d)-Bdume enthdlt.

Abbildung [2.2| zeigt dabei den kleinsten (3,4)-universellen Baum. Fiir (3,4)-Biume gibt
es verschiedene Moglichkeiten, wie sie aufgebaut sind. Entweder haben alle Blitter ver-
schiedene Vorginger, alle haben den gleichen Vorginger oder zwei haben den gleichen
und das dritte hat einen anderen Vorginger. Alle Moglichkeiten konnen bei beliebiger
Ordnung der Blitter in den gezeigten Baum enthalten sein.

Ebenfalls gibt es (1, d)-Graphen, dies ist ein gerichteter Graph mit #n Knoten und Prio-
rititen bis d. Dabei wird jeder Kante eine Prioritit zugewiesen also (v,i,v’) € R. Ein (n,d)-
Graph bildet also die grundlegende Struktur fiir ein Spiel mit n Positionen und Prioriti-
ten bis d, es fehlt nur noch die Unterteilung der Knoten in die von Adam und Eva. Ein Pfad
in einem Graphen ist eine Sequenz von aufeinanderfolgenden Kanten. Man spricht davon,
dass ein Graph Paritit erfiillt, wenn alle Pfade Paritit erfiillen. Diese Aussage ist gleich-
wertig dazu, dass die grofite Prioritit in alle Zyklen gerade ist. Wenn ein Pfad nimlich
keinen Zyklus aufweist, kann auch keine Prioritit unendlich oft auftauchen. Ein Homo-
morphismus ¢ zwischen zwei Graphen G und G’ ist eine Abbildung die allen Kanten aus G

Kanten aus G’ zuweist, unter Beibehaltung der Priorititen: (v,i,v") € R — (¢(v),i,(v') €
RI

Definition 3. Ein Graph ist (n,d)-universell, wenn er die Parity-Bedingung erfiillt und es fiir
jeden (n,d)-Graphen, der ebenfalls Paritdterfiillt, einen Homomorphismus in diesen Graphen gibt.



3 good-for-small-Games

Produkt aus Spiel und Automat Good-for-small-Games Automaten sind eine neue Idee
von Fijalkow und Colcombet [8], sie sind eine Erweiterung der bereits bekannten good-
for-Games Automaten. Um zu kliren, was ein good-for-Games Automat ist, muss zuvor
das Produkt eines Automaten A und eines Spiels G definiert werden. Die Idee dabei ist,
dass abwechselnd Ziige im Spiel und im Automaten stattfinden, wihrenddessen wird der
Zustand im jeweils Anderen beibehalten. Dabei liest der Automat die Prioritit die zuvor
im Spiel auftaucht als seine aktuelle Eingabe. Dies setzt voraus, dass das Alphabet X des
Automaten mit den Labels des Spiels iibereinstimmt. Gleichzeitig wird bei nichtdetermi-
nistischen Automaten, die Entscheidung, welcher der zulissigen Uberginge genutzt wird,
an Eva tibergeben. Das Produkt G x A wird formal folgendermafien gebildet:

Definition 4. Fiir Zustinde Q aus A und Positionen V sowie Ziigen R aus G bildet Q x (V v
R) die neue Menge an Positionen. Die neue Startposition ist das Produkt des Startzustands Q;
und der Startposition V;. Die Positionen konnen dabei in zwei Arten unterteilt werden. Einmal die
Spielpositionen (q,v) € Q x V und zum Anderen die Automatenpositionen (q, (v, p,w)) € Q x R.
Spielpositionen sind dem Spieler zugeordnet, dem auch die Position v im Ursprungsspiel gehorte,
Automatenpositionen hingegen sind immer Eva zugeordnet.

Die maglichen Ziige sind wie folgt definiert, fiir alle Ziige (v, p,w) € R des Ursprungsspiels
existiert ein Zug ((q,v),€,(q, (v, p,w))) und fiir alle Uberginge (q, (p,d),r) existiert ein Zug
(9, (v, p,w),d, (r,w)).

Das Produkt zu bilden, hat zwei Griinde. Zum Einen kann dadurch ein Spiel in eine an-
dere Gewinnbedingung tiberfithrt werden. Zum Beispiel ist das Produkt einen Parititss-
piels und eine Safety-Automaten ebenfalls ein Safety-Spiel. Zum Anderen kann damit ein
eventuell auftretender Nichtdeterminismus des Automaten aufgeldst werden, da Eva jetzt
die Kontrolle iiber die entsprechenden Positionen erhilt.

In Abbildung3.1)ist nun ein Beispiel fiir ein solches Produkt zu sehen. Abbildung[3.13]
zeigt dabei das ParititssSpiel G. In diesem hat Eva eine Gewinnstrategie und zwar muss
sie immer von v; aus den Zug nach vy wihlen, da sonst Adam in v, unendlich oft die 1
erzeugen kann. In Abbildung[3.1b|wiederum ist der Safety-Automat A zu sehen. In diesem
bildet g, den ablehnenden Zustand. Da A ein Safety-Automat ist, besitzt er keine Prio-
rititen, die an den Kanten stehenden Zahlen stellen die am entsprechenden Ubergang
gelesene Eingabe dar. Die von A akzeptierte Sprache besteht aus der unendlichen Abfol-
ge der Sequenz (2,1) und erfiillt damit auch die Parititsbedingung. In Abbildung ist
nun das Produkt G x A zu sehen. Dies ist nun ein Safety-Spiel mit der Gewinnbedingung
aus A, entsprechend sind die Zustinde (g2, v2) und (g2, (v2,1,v2)) ablehnend. Da A als
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(a) Parititsspiel G (b) Safety-Automat A
1 1

2
oo 01— (0, @
1 1

(c) Produkt G x A
(q0,v0) (q0, (v0,2,01)) (q1,v1) (71, (v1,1,02)) —— (q2,v2)
\\ e €
(71, (v1,1L,00)) | | (92, (v2,1,02))

Abbildung 3.1: Beispiel fiir ein Produkt

Safety-Automat keine Priorititen besitzt, sind alle Priorititen im Produkt €, die von A ab-
geleitet werden, auch €, was dazu passt, dass das Produkt ein Safety-Spiel ist. Die Position
(gq1,v1) ist dabei die Stelle, an der Eva den Nichtdeterminismus von Zustand q; aus A auf-
16st. Nach der obigen Definition existieren noch mehr Positionen wie (go,v2), da diese
aber von der Startposition aus nicht erreichbar sind, miisse diese nicht beachtet werden.

Ein schon seit lingerer Zeit bekanntes Ergebnis hierzu lautet, dass fiir ein Spiel G mit
einer beliebigen Gewinnbedingung V und einem Automaten A, dessen akzeptierte Spra-
che L ¢ V ist, gilt, dass, wenn Eva G x A gewinnt, sie auch G gewinnt. Hierfiir wird die
Strategie Sg, die Eva fiir G x A besitzt, zu einer Strategie fiir G umgeformt. Und zwar wird
jeder Zug ((q,v),€,(q, (v, p,w))) aus G x A zu einem Zug (v, p,w) in G.

good-for-Games Nach dem nun das Produkt von einem Spiel und einem Automaten de-
finiert wurde, kann nun definiert werden, wann ein Automat good-for-Games ist.

Definition 5. Ein Automat A wird als good-for-Games bezeichnet, wenn fiir eine beliebige Ge-
winnbedingung V gilt, dass fiir alle Spiele G mit der Gewinnbedingung V' gilt, dass G und G x A
den gleichen Gewinner haben.

Bei deterministischen Automaten gilt diese Beziehung immer, denn da der Automat fiir
jede Eingabe nur einen Ubergang besitzt, existiert in den Automatenpositionen immer
nur ein moglicher Zug fiir Eva. Sie kann also das Spiel dort gar nicht beeinflussen, wo-
durch G und G x A den selben Gewinner haben. Es sind also die nichtdeterministischen
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Fille, die interessant sind. Good-for-small-Games Automaten sind dhnlich definiert, nur
das die Bedingung hier nur fiir Spiele G mit maximal n Positionen gelten muss. Fiir Spie-
le mit mehr als n Positionen kénnen sich die Gewinner von G und G x A unterscheiden.
Dabei kann n beliebig aus den positiven ganzen Zahlen gewihlt werden.

Definition 6. Ein Automat A wird als good-for-small-Games bezeichnet, wenn fiir eine beliebige
Gewinnbedingung V gilt, dass fiir alle Spiele G mit der Gewinnbedingung V und mit maximal n
Positionen gilt, dass G und G x A den gleichen Gewinner haben.

Die Idee dahinter ist, dass, statt einen Automaten zu finden, der fiir alle Spiele gilt,
man nur einen suchen muss, der bis zur Grofle der zu betrachtenden Spiele gilt. Sie sind
also eine Niherungslésung zu den good-for-Games Automaten und je grofSer man das
n wihlt, desto genauer wird die Niherung. Daher wird auch die alternative Bezeichnung
good-for-n-Games genutzt. Ein Automat ist strongly good-for-n-Games, wenn zusitzlich die
vom Automaten A akzeptierte Sprache L(A) in V enthalten ist.

Eine wichtige Erkenntnis an dieser Stelle betrifft das Produkt zweier Automaten. Sei
A ein good-for-Games Automat, der die Sprache V akzeptiert, und sei B ein good-for-
Games Automat, der die Sprache W akzeptiert, dann ist A x B ebenfalls ein good-for-
Games Automat, der die Sprache W akzeptiert.

Obige Definition ist nur eine Moglichkeit, good-for-Games Automaten zu definieren,
in der Literatur sind 5 verschiedenen Moglichkeiten bekannt. Boker und Lehtinen[10]
haben sich in einer ihrer Arbeiten die 5 Definitionen angeschaut, sie teilweise fiir alter-
nierende Automaten verallgemeinert und nachgewiesen, dass sie tatsichlich das gleiche
beschreiben. Die 5 Definitionen sind good-for-Games composition, good-for-Automata com-
position, compliant with the letter games, history determinism und good-for-Trees. good-for-Games
composition ist dabei die Definition, die bisher genutzt wurde und auch die, die im Rest
der Arbeit genutzt wird, wobei in der allgemeinen Definition auch unendlich grofie Spiele
zulissig sind. good-for-Automata composition ist ganz dhnlich definiert, nur das hier nicht
fiir Spiele sondern fiir Automaten B gelten soll, dass B und B x A dquivalent sein sol-
len. Compliant with the letter games ist folgendermafSen definiert. Dies ist ein Spiel {iber
nichtdeterministische Automaten, in dem Adam ein Wort buchstabenweise erzeugt und
Eva gleichzeitig den auftretenden Nichtdeterminismus aufldst, sie also nicht wissen kann,
welche Eingaben spiter noch auftreten werden. Wenn Eva das Spiel gewinnt ist die Defi-
nition zutreffend. History determinism bedeutet, dass es eine Moglichkeit gibt, den Nicht-
determinismus aufzulésen, bei der nur die bisher erfolgte Eingabe zu betrachten ist. Man
sieht hier einfach die Verkniipfung zur vorherigen Definition. Und schliefllich bedeutet
good-for-Trees, dass ein Automat erweitert werden kann, um auch iiber Biume eingesetzt
zu werden.

Die Beweise fiir das Ubereinstimmen der Definitionen stammen teilweise bereits aus
anderen Arbeiten und sind zu umfangreich, um sie hier darzustellen. Allerdings ist ein
zu beachtender Punkt, dass teilweise von unendlich groflen Spielen ausgegangen wird,
entsprechend gelten die Gleichheiten nicht alle uneingeschrinkt fiir good-for-small-Games
Automaten, da diese ja nur eine beschrinkte Grofle besitzen.
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Wenn ein Parititsspiel G iiber n Zustinde und d Priorititen verfiigt, kann ein stron-
gly good-for-n-games Automat A konstruiert werden, sodass G x A iiber m = 1°84+0(1)
Zustinde und d’ = 1 + |logn| Priorititen verfiigt. Ein solches Spiel zu lésen, gelingt in

quasipolynomieller Zeit. Dies wird in einem spiteren Kapitel gezeigt.

Verbindung zu anderen Strukturen Spiter wurde von Colcombet und Fijalkow [8] gezeigt,
dass fiir eine Gewinnbedingung, fiir die Eva eine positionale Gewinnstrategie besitzt, wie
zum Beispiel Paritit, folgende Werte tibereinstimmen:

1. die Anzahl an Zustinden eines deterministischen strongly (n,d)-separierenden Auto-
maten

2. die Anzahl an Zustinden eines strongly good-for-n-Games Automaten

3. die Anzahl an Zustinden eines strongly (n,d)-separierenden Automaten

4. die Anzahl der Knoten eines (n,d)-universal Graphen.

Da es dabei nur um die Anzahl der Knoten und Zustinde geht, hat die Gréf3e der Prio-
rititen d keinen Einfluss auf die Gleichheit.

Ein separierender Automat ist wie folgt definiert. Fiir zwei disjunkte Sprachen | und K
wird eine Sprache S als Separator bezeichnet, wenn | ¢ S und S n K = @. Ein Automat A
separiert zwei Sprachen, wenn seine Sprache L(A) die Sprachen separiert.

Die Idee von Czerwinski et al. [5] ist Parititsautomaten auf Safety separierende Au-
tomaten zu reduzieren. Hierzu wird ein Separator fiir EvenCycles, ; und OddCycles,, 4
konstruiert. Hierzu zunichst ein paar Begriffserklirungen. Man sagt ein Zyklus in einem
Graphen ist gerade, wenn die hochste darin auftauchende Prioritit gerade ist, und ein
Graph ist gerade, wenn alle Zyklen gerade sind, analog fiir ungerade. Die Sprache eines
Graphen ist die Menge aller Worter, die iiber die Priorititen an den Pfaden im Graphen
entstehen. EvenCycles, 4 bzw. OddCycles, 4 ist die Sprache bestehend aus unendlichen
Wortern in geraden bzw. ungeraden Graphen mit maximal #n Knoten und Priorititen
bis maximal d. (Nach Czerwinski et al.) LimsupEven; bzw. LimsupOdd, sind die Spra-
chen iiber unendliche Worter, in denen die hochste unendlich oft auftretende Zahl ge-
rade bzw. ungerade ist. Dabei besteht das Alphabet der Sprachen aus den ganzen Zah-
len des Intervalls [1,...,d]. Diese Definition ist erstmal von Graphen getrennt. Da die Gra-
phen bei EvenCycles, ;4 bzw. OddCycles, ; maximal n Positionen besitzen, folgt daraus,
dass zwischen zwei Auftreten der hochsten Prioritit maximal n — 1 andere Priorititen lie-
gen konnen. Bei LimsupEven; bzw. LimsupOdd,; hingegen kénnen beliebig viele Prio-
rititen dazwischen liegen. Entsprechend gilt fiir alle natiirlichen n das EvenCycles,, 5 c
LimsupEveny und OddCycles, 4 c LimsupOdd,. Ein Automat A wird als (n,d)-Separator be-
zeichnet, wenn er EvenCycles, ; und OddCycles,, ; separiert, und als strong (n,d)-Separator,
wenn er EvenCycles, ; und LimsupOdd, separiert.

An dieser Stelle kann man wieder die Verbindung zu Spielen aufbauen. Denn wenn Eva
ein Parititsspiel gewinnt, ist die hochste unendlich oft auftauchende Prioritit gerade, die
entsprechende Sprache muss also in LimsupEven; liegen und darfnicht in LimsupOdd,
liegen. Dabei ist d die hochste Prioritit, die im Spiel auftritt. Gleichzeitig sind Paritits-
spiele positional, also hat Eva in ihrer Strategie fiir jeden Knoten genau eine Kante, die
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benutzt wird. Wenn nun ein neuer Graph G’ erzeugt wird, indem alle nicht von Eva ge-
nutzten Kanten geloscht werden, sowie alle dadurch nicht mehr erreichbaren Knoten,
dann ist G’ gerade. Wenn er nicht gerade wire, gibe es mindestens einen ungeraden Zy-
klus, diesen kéonnte Adam dann unendlich oft durchlaufen und wiirde somit gewinnen,
was ein Widerspruch dazu wire, das Eva das Spiel gewinnt. Da G’ endlich ist, liegt die
erzeugte Sprache in EvenCycles,, 4, wobei n die Anzahl an Knoten in G’ ist. Entsprechend
lisst sich ein Parity-Spiel {iber einen strong (n,d)-Separator beschreiben.

Lemma 1. Nun gilt, dass fiir ein Parity-Spiel G mit n Knoten und Prioritdten bis d und einen deter-
ministischen safety (n,d)-separierenden Automaten A, dass Eva genau dann eine Gewinnstrategie
in G hat, wenn sie auch eine im safety Spiel G x A hat.

Beweis. Wie bereits erklirt, sind Gewinnstrategien fiir Parity-Spiel positional. Entspre-
chend gilt mit dem gleiche Argument wie oben, dass, wenn Eva das Spiel gewinnt, ein
gerader Graph mit maximal n Knoten erzeugt werden kann. Somit sind alle Wort die im
Spiel erzeugt werden in EvenCycles, ; und werden von A akzeptiert. Wenn Eva nun ihre
Strategie fiir G in den Spielpositionen von G x A nutzt, gewinnt sie das Spiel. Denn da
A deterministisch ist, hat sie in den Automatenpositionen immer nur einen moglichen
Zug, wodurch die Strategie nicht beeinflusst wird. Selbiges gilt, wenn Adam eine Gewinn-
strategie besitzt. O
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4 Registerspiele und Separie-
rende Automaten

Im folgenden Abschnitt kommen wir nun zu einem der Verfahren, mit dem Parititsspiele
in quasipolynomieller Zeit gelést werden konnen. Von den drei Methoden play summa-
ries, progress measure und Registerspiele schauen wir uns dabei die Registerspiele an. Dies
liegt daran, das Registerspiele nicht zwingend Determinismus voraussetzen und somit
am kompliziertesten mit den Separatoren in Zusammenhang zu setzten sind. Neben dem
formalen Aufbau wird dabei natiirlich auch gezeigt, dass sie auch den Zweck erfiillen,
fiir den sie gedacht sind. Aufferdem wird auf den Registerindex eingegangen, da dieser
der entscheidende Punkt fiir die Laufzeit ist. Anschlieflend befassen wir uns mit den Se-
paratoren, welche eine Alternative fiir die Funktionalitit der Registerspiele darstellen.
Gleichzeitig kann damit als alternative fiir den quasipolynomiellen Algorithmus der Re-
gisterspiele eine Reduktion von Paritit auf Safety-Spiele gezeigt werden. Nun wurden die
Registerspiele aber inzwischen {iberarbeitet, wodurch die Ubereinstimmung von Regis-
terspiel und Separator nicht so einfach zu erkennen ist. Daher werden abschliefSend noch
die aktuellen Definitionen aneinander angepasst.

4.1 Registerspiele

Lethinen [4] hatte in ihrer Arbeit die Registerspiele als neuen Methode vorgestellt, welche
spiter von Colcombt und Fijalkow [5] als eine mogliche Darstellung von good-for-small-
Games Automaten erkannt wurde. Dies ist eine der drei bisher bekannten Techniken, mit
denen Parititsspiele in quasipolynomieller Zeit 16sbar sind. In einem spiteren Paper [6]
hat Lehtinen zusammen mit Boker die Registerspiele nochmal iiberarbeitet, im Folgen-
den wird daher auf die iiberarbeitete Fassung eingegangen.

Definition Registerspiel Dabei ist ein Registerspiel eine Variante eines Parititsspiels, bei
dem das Spiel um eine Anzahl an Registern r( bis 4 erginzt wird. Damit konnen zum
Beispiel vorher aufgetretene Priorititen gespeichert werden. Im Folgenden wird die De-
finition der Registerspiele von Lethinen erliutert, dabei wird davon ausgegangen, dass im
urspriinglichen Spiel G die Priorititen an den Knoten liegen. Zu Spielbeginn sind diese
Register leer sprich r; = 0 und werden im Laufe des Spiels folgendermaflen genutzt. In
jedem Zug wihlt einer der Spieler wie gehabt einen Zug mit Prioritit p aus. Nun wihlt
Eva einen Index 7, 0 < i < k aus, welcher die Updates der Register folgendermafien be-
stimmt: fiir j <i:7; =0, flirj=i:7; = pund fiir j > i : r; = max(rj, p). Vor dem Update
findet eine Ausgabe statt, die wie folgt entsteht, wenn max(r;, p) gerade ist, wird 2i aus-
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gegeben, ansonsten 2i + 1. Eva gewinnt das Spiel, wenn die grofSte Ausgabe, die unendlich
oft auftaucht, gerade ist. Entsprechend muss die Gewinnstrategie flir Eva nicht nur die
Positionen auswihlen, sondern auch die Indexe der Register.

Bevor wir fortfahren, sollte noch kurz gezeigt werden, dass diese Erweiterung die Spie-
le nicht michtiger macht, als sie es bisher sind. Da das Spiel eine maximale Prioritit
p besitzt, gibt es nur endlich viele Werte die in den Registern auftauchen konnen. Ent-
sprechend ist die Anzahl aller méglichen Registerzustinde endlich. Wenn man nun die
Register als einen Vektor auffasst, dann ist das Kreuzprodukt aus den Positionen des Spiel
und den moglichen Vektoren immer noch endlich, und man kann des Kreuzprodukt als
neu Menge an Positionen fiir eine bereits bekannte Spielart nutzen und das Registerspiel
simulieren. Damit sind Registerspiele nicht michtiger als die bereits bekannten Spiele.

Im Folgenden wird die Definition Formal erklirt.

Definition 7. Zu den Parititsspiel G = (VC,RC,LS), wobei I die Priorititen L& : V& - I
darstellt, bildet RE(G) = (V, R, L) das zugehorige Registerspiel mit k Registern, bei dem Eva die
Register kontrolliert. Die Labelfunktion, die den Kanten die Prioritdten zuweist, ist formell durch
L:R —[0,..., 2k +1] definiert. Auferdem wird noch eine Variable t € {0,1} eingefiigt, die aussagt,
ob der nichste Zug ein Zug im zugrundeliegenden Spiel G ist (t=1) oder Evas Auswahl des Registers
(t=0) beinhaltet. Die Positionen V in RE(G) sind dabei ein Produkt aus den Positionen von G,
dem Registerzustdanden, welche aufSteigend sortiert sind, und der Variable t, also (v,7,t) € VG x
11 % {0,1}. In der iiberarbeiteten Fassung wird die Startposition des Registerspiels nicht explizit
genannt, da aber auch keine Anderungen zur alten Variante genannt werden, ist die Startposition
die gleiche wie in der alten Variante (v;, 6,0). Dies ist ein Resetzustand, er dient dazu, dass die
Prioritdt, die in G am Startzustand vorliegt, beriicksichtigt wird, bevor der Spielzug simuliert wird.
V4 besteht dabei aus alle Positionen (v, 7, 1) fiir die V € Vf gilt, und Vg besteht aus allen anderen
Positionen, Eva kontrolliert entsprechend die Zustdinde, in denen ein Register ausgewdhlt wird. Fiir
die Kanten gilt R = Eppe W E; fiir alle i € [0, ..., k]. Dabei stellt E,p0. die Kanten dar, die die
Ziige in G simulieren und besteht aus ((v,7,1), (w,7,0)) fiir (v,w) € RC. E; hingegen simuliert
das Updaten der Register und zwar folgendermafSen: Fiir alle i € [0, ..., k] gilt ((v,7,0), (v,7,1))
mit r]f =0 firj < i, r]’. = L%(0) fiirj = i und r]’- = max(r]-,LG(v))ﬁirj > 1. Die Prioritiiten
werden wie folgt gebildet. Kanten aus Euop haben die Prioritdt 0 und Kanten aus E; der Form
((v,7,0), (v,7',1)) haben die Prioritit 2i wenn max(r;, L¢(v)) gerade ist und 2i + 1 wenn es
ungerade ist.

Nun ist eine solche Konstruktion nicht hilfreich, wenn sie nicht den Zweck erfiillt, fiir
denn sie gedacht ist, daher wurden von Lethinen zwei wichtige Eigenschaften gezeigt.

Lemma 2. Erstens wenn Adam eine Gewinnstrategie fiir G von v aus hat, dann hat er auch eine
fiir RE(G) von v aus fiir jedes beliebige k. Zweitens wenn Eva eine Gewinnstrategie fiir G mit
Priorititen I von v aus hat, dann hat sie auch eine fiir RE(G) von v aus fiir k > i wobei 2i die
grofite gerade Prioritit in I ist.

Beweis. Beim ersten Fall ist die grundlegende Beweisidee, dass die grofite Prioritit p, die
unendlich oft auftritt, ungerade ist, da Adam eine Gewinnstrategie hat, und dass es einen
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(a) Spiel mit Registerindex 0

0o, 2 'Ul,].

(b) Spiel mit Registerindex 1

00/2 ~— 01/1 C 02/0

Abbildung 4.1: Beispiel fiir zwei Spiel

Register r; gibt, den Eva unendlich oft auswihlt. Dieser existiert, weil es nur endlich viele
Register gibt, das Spiel aber unendlich lang ist. Es gibt also einen Zug, ab dem keine grofie-
re Prioritit als p und kein groflerer Register als 7; auftaucht. Immer wenn nun p auftaucht
wird r; der Wert p zugewiesen und da keine grofleren Priorititen mehr auftauchen, bleibt
dieser Wert in #; bis Eva r; updatet. Wenn nun r; upgedatet wird, wird 2i + 1 als Ausgabe
erzeugt. Da dies unendlich oft passiert, ist 2/ + 1 die gr6fite unendlich oft auftauchende
Ausgabe und da es ungerade ist, gewinnt Adam das Spiel.

Beim zweiten Fall ist die Idee, dass Eva genug Register zur Verfiigung hat, damit die
hoéchste gerade Prioritit, die unendlich oft auftritt, ab eine bestimmten Zeitpunkt als ein-
ziger Wert in einem Register auftaucht. Da es eine grofSte gerade Prioritit der Form 2i
fiir ein i aus den natiirlichen Zahlen gibt, hat Eva fiir RE(G) mit k > i eine Gewinnstra-
tegie, die wie folgt aussieht. Fiir die Auswahl der Kanten geht sie genauso vor wie in G.
Die Register wihlt sie folgendermafien aus: wenn die Priorititen 2j bzw. 2j + 1 auftritt,
wihlt sie Register j aus. Da Eva eine Gewinnstrategie fiir G hat, ist die héchste Prioritit,
die unendlich oft auftaucht gerade, besitzt also die Form 2! fiir ein / aus den natiirlichen
Zahlen, entsprechend wird Register / unendlich oft upgedatet. Ab dem Punkt, wo keine
grofleren Priorititen als 2/ mehr auftauchen, wird der Wert in Register / immer 2/ blei-
ben, da die kleineren Priorititen immer in niedrigeren Registern gespeichert werden. Da
Register [ unendlich oft ausgewihlt wird, wird auch die Ausgabe 2/ unendlich oft erzeugt,
entsprechend gewinnt Eva das Registerspiel. O

Der Registerindex Entsprechend des obigen Beweises wurde mit dem Register-Index eine
Moglichkeit gegeben, die Komplexitit solcher Spiele zu bestimmen. Der Register-Index k
beschreibt den hochsten Index eines Registers, bei der kleinsten Anzahl an nétigen Regis-
tern, die Eva braucht, um ein Registerspiel zu gewinnen, fiir dessen zugrundeliegendes
Parity-Spiel sie eine Gewinnstrategie hat. Formaler ausgedriickt bedeutet Register-Index
k, dass Eva fiir das Spiel RE(G) eine Gewinnstrategie besitzt, fiir RE™!(G) aber keine Ge-
winnstrategie besitzt. Dabei ist anzumerken, dass die im obigen Beweis genutzte Anzahl
an notigen Registern nicht immer das Optimum darstellt.

Beispielsweise besteht eine Strategie, in einem Spiel, in dem Eva verhindern kann, das
ungerade Priorititen unendlich oft besucht werden, daraus, immer Index 0 auszuwihlen.
Dadurch kénnen nur gerade Ausgaben unendlich oft auftreten und somit ist auch die
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v9,<1,2>,0
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Ey,0
00,<2,2>,1 01,<2,2>,0 —— v1,<1,2>,1

v0,<0,0>,0
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1,2
0,1

09,<0,2>,1 01,<0,2>,0 —v1,<0,1>,1
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E070 Em?

v0,<0,1>,0

Abbildung 4.2: R%(G)

héchste unendlich oft auftauchende Ausgabe gerade. Eva braucht fiir solche Spiele also
nur das Register 1y und dieses Spiel hat den Register-Index 0. In den Abbildungen
und [4.1b|sind weiter Beispiele zu sehen. Im ersten Fall betrigt der Registerindex ebenfalls
0, denn da max(p, o) immer 2 ist, ist die Ausgabe immer gerade. Im zweiten Fall hingegen
hat Adam bei Registerindex 0 eine Gewinnstrategie, nimlich beim Erreichen von v; die
Kante nach v, zu wihlen und danach zwischen v, und v, zu wechseln, wodurch Eva die
Ausgabe 1 unendlich oft erzeugen muss. Hat Eva aber zwei Register, so kann sie Prioritit
1 immer in rp und Prioritit 0 immer in 71 speichern und somit die Ausgabe 2 unendlich
oft erzeugen.

Dabei gilt, dass es fiir jedes natiirliche # ein Spiel mit Register-Index n existiert, dieses
lisst sich nimlich wie von Lehtinen gezeigt [6] rekursiv erzeugen. Dafiir werden Spiele
betrachtet, in denen die Priorititen an den Kanten liegen, auflerdem gehéoren alle Posi-
tionen zu Adam. Dann bildet das Spiel, das nur aus einem Knoten besteht und nur eine
Kante mit Prioritit 0 besitzt, die eine Schleife an dem Knoten bildet, den Anfang. Dieses
Spiel Gy besitzt definitiv Registerindex 0. Wenn nun ein Spiel G,, mit Registerindex n zur
Verfiigung steht, wird ein Spiel mit Index 2 + 1 wie folgt konstruiert. Man nimmt zwei Ko-
pien des Spiels G,, und verbindet ihre Startpositionen p; und p; miteinander. Und zwar
geht eine Kante mit Prioritit 2n + 1 von p; nach p; und eine mit Prioritit 2(n + 1) von
pir nach p;. Das so konstruierte Spiel hat Registerindex n + 1, das bedeutet, dass Adam in
diesem Spiel mit n Registern eine Gewinnstrategie besitzt, was im Folgenden bewiesen
wird. Hierbei ist entscheidend, dass G,, nur Priorititen bis 2n enthilt. Fiir Gy gilt diese
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Aussage eindeutig und wenn sie fiir G, gilt, dann nach Konstruktion auch fiir G,,,1. Die
Strategie sieht wie folgt aus. Zuerst benutzt Adam die Kante von p; nach p;/, dadurch wird
Eva gezwungen den Wert 27 + 1 in den Register r,, zu speichern, da r,, der grofite Register
des Spiels ist und nach Definition des Registerupdates das Maximum aus aktuellen Wert
im Register und der Prioritit erhilt. Anschlieflend spielt Adam in diesem Teilspiel G,
weiter. Um nun im Teilspiel nicht zu verlieren, muss Eva ihrer Strategie fiir G, folgen,
diese setzt aber voraus, dass der Register r,, benutzt wird. Da in G, alle Priorititen kleiner
als 2n + 1 sind, ist Eva somit gezwungen 27 + 1 als Ausgabe zu erzeugen. An diesem Punkt
bewegt Adam sich zuriick zu p; und nimmt die Kante mit Prioritit 2(n + 1) nach p;, wo-
durch r, nun 2(n + 1) als Wert enthilt. Jetzt spielt Adam im anderen Teilspiel weiter und
auch hier wird Eva irgendwann den Register r,, nutzen miissen. Zu diesem Zeitpunkt wird
zwar die Ausgabe 21 erzeugt, aber jetzt enthilt 7, einen Wert der kleiner als 21 + 1 ist. Nun
kann Adam nach p; zuriickkehren und die Kante mit Prioritit 2 + 1 nach p; benutzen,
dadurch enthilt r, nun den Wert 21 + 1. Dieses Vorgehen kann Adam unendlich oft wie-
derholen und somit die Ausgabe 27 + 1 unendlich oft erzeugen. Adam gewinnt also bei n
Registern. Stehen dagegen 1 + 1 Register zur Verfiigung kann Eva gewinnen. Dazu muss
sie nur, wenn Adam von p; nach p; wechselt den Register n + 1 auswihlen und somit die
Ausgabe 2(n + 1) unendlich oft erzeugen. Somit hat das konstruiert Spiel Registerindex
n+1.

In Abbildung4.2[ist das zu Abbildung gehorende Registerspiel mit n=2 Registern
zu sehen. Die Knoten sind so benannt, wie es weiter oben beschrieben wurde, an den
Kanten steht zuerst, welche Art von Kante es ist, und dann ihre Prioritit. In diesem Bei-
spiel wurden aus den 2 Knoten von G insgesamt 8 Knoten in RL(G). Allgemein erhoht
die Konstruktion eines Registerspiels die Anzahl der Positionen stark, diese liegen bei
einem Spiel G mit z Knoten und der gréften Prioritit p fiir RE(G) nimlich in O(zp").
Dies entsteht dadurch, dass die neuen Zustinde das Produkt der alten Zustinde mit den
Vektor, der die Registerinhalte abbildet, bilden. Der Vektor enthilt so viele Eintrige, wie
es Register gibt, und jeder Eintrag kann einen Wert von 0 bis p enthalten. Entsprechent
gibt es p* verschiedene Kombinationen fiir den Vektor. Dies mit der Anzahl der Zustinde
ergibt zp* viele Moglichkeiten. Dafiir werden die Priorititen kleiner, was in diesem Bei-
spiel nicht zu sehen ist. Die hochste Prioritit hingt im Registerspiel ndmlich nur von der
Anzahl der Register ab und ist deshalb maximal 2k + 1, wobei k der Registerindex ist. Der
Registerindex ist aber auch von der Knotenzahl abhingig und lisst sich damit genauer
abschitzen. Fiir ein Spiel mit z Knoten betrigt er maximal |1 +log z|. Im Folgenden kann
man, um das Spiel G zu l6sen, stattdessen das Spiel RLEHlOg 2l (G) losen. Wenn man hierfiir
einen Algorithmus benutzt, bei dem die Priorititen den exponentielle Faktor bilden, hebt
sich dies durch den Logarithmus wieder auf, dadurch erhilt man fiir das urspriingliche
Spiel G einen quasipolynomiellen Algorithmus.

Lemma 3. Zu einem Paritdtsspiel mit z Zustinden und der grofiten Prioritit p, existiert ein Re-
gisterspiel mit Registerindex |1 +log z|.

Entscheidend ist hier der von Lethinen [6, Kap. 4.1] durchgefiihrte Beweis, dass der
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Registerindex tatsidchlich logarithmisch beschrinkt ist, welcher im folgenden dargestellt
wird. In diesem Beweis werden defensive Gewinnstrategien und der defensive Registerin-
dex genutzt, diese sind wie folgt definiert. Eine Strategie ¢ fiir Rk (G) ist defensiv, wenn
im Unterspiel G’ von G mit hochster Prioritit p gilt, dass von der Position (v,7,0) mit
p < rr und ry gerade, ein Zug der mit J tibereinstimmt niemals 2k + 1 ausgibt. Ein Spiel
G hat defensiven Registerindex k, wenn Eva fiir alle Positionen in RX(G) eine defensive
Gewinnstrategie besitzt. An der Definition ist einfach zu sehen, dass der defensive Regis-
terindex mindestens so grofd wie der normale Registerindex sein muss, also gilt jede obere
Schranke, die fiir den defensiven Registerindex gefunden wird, auch fiir den normalen Re-
gisterindex. Der eigentliche Beweis bezieht sich auf'die Anzahl disjunkter Zyklen, da aber
fiir endliche Graphen die Anzahl der Zyklen durch die Anzahl der Positionen beschrinkt
ist, gilt die logarithmische Schranke auch fiir die Anzahl an Positionerﬂ Zu beweisen
ist also, dass ein endliches Parity-Spiel mit z disjunkten Zyklen maximal Registerindex
|1 +1logz] besitzt.

Beweis. Zu Beginn kann man alle Spiele, fiir die Eva eine Gewinnstrategie besitzt, verein-
fachen, indem man an allem Positionen die zu Eva gehoren alle Kanten bis auf diejenige,
welche in der Gewinnstrategie genutzt wir, 16scht. Anschlieflend kénnen alle Positionen
an Adam iibergeben werden, wodurch Evas Strategie nur noch die Auswahl der Register
beinhaltet und nur noch diese im Beweis betrachtet werden miissen. Der Beweis ist eine
Induktion iiber die Anzahl der Positionen n im Spiel G. Der Induktionsanfang mitn =1
ist trivialerweise erfiillt. Da es nur eine Position gibt, kann es auch nur einen Zyklus geben.
Dieser besteht aus einer einzelnen Kante, die eine Schleife iiber der Position bildet. Da
diese die einzige auftauchende Prioritit beinhaltet, braucht Eva auch nur einen Register
um zu gewinnen. Im Induktionsschritt betrachte das Spiel G indem p die grofite gerade
Prioritit ist, die in einem Zyklus auftritt. Sei G’ das Spiel welches von den Priorititen bis
p —2 aus G induziert wird. Dann lisst sich G’ zerlegen in die maximal strongly connected
subgames Gy, ..., Gj, wobei gilt j < z, und seien dabei k1, ..., k; die entsprechenden defensi-
ven Registerindizes, wovon m der grofite ist. Im Falle das es keine solchen Teilspiele gibt,
enthalten alle Zyklen in G die Prioritit p und Eva gewinnt defensiv in R}(G). Dazu muss
sie nur r; wihlen, wenn p auftaucht, und ansonsten rg, dadurch ist die grofite unendlich
oft auftauchende Ausgabe gerade. Wenn es hingegen solche Teilspiele gibt, muss man drei
verschiedene Fille betrachten, erstens wenn m = 0 gilt; zweitens wenn m > 0 gilt und es
genau ein i mit k; = m gibt; drittens wenn es 7,j mit i # j und k; = k; = m gibt. In allen
drei Fillen ist die Grundidee, dass fiir die Teilspiele G; nur die unteren Register benétigt
werden und der grofite Register nur benutzt wird, wenn p auftaucht.

1. Fall m = 0: In diesem Fall kann Eva das R}(G) Registerspiel gewinnen. Dazu nutzt
sie innerhalb eines Teilspiels G; einfach ihre Strategie fiir das 0-Registerspiel und immer
wenn die Prioritit p in einem Zyklus auftritt wihlt sie Register 1. Entweder bleibt das
Spiel immer in einem Teilspiel und folgt dort einer Gewinnstrategie oder die Prioritit p

!Lethinen hat auch einen direkten Beweis gefiihrt [4, Kap. 4.3], dieser bezog sich aber noch auf die alte
Konstruktion der Registerspiele.
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taucht unendlich oft auf, wodurch der Wert 2 unendlich oft ausgegeben wird, der Wert 3
aber nur endlich oft. Wenn der hochste Register von Beginn an eine Prioritit grofier oder
gleich der grofiten Prioritit in G enthilt, wird 3 niemals ausgegeben und damit ist die
Strategie defensiv.

2. Fall m > 0 und es gibt genau ein i mit k; = m: In diesem Fall ist der defensive Regis-
terindex von G nicht gréfer als m und nach Induktionsvoraussetzung ist m < 1 +logz.
Evas Gewinnstrategie ist wie folgt. Innerhalb eines Teilspiels G; nutzt sie ihre defensive
Gewinnstrategie fiir G; und nutzt dabei nur die unteren Register bis k;. AufSerhalb der
Teilspiele wihlt sie r,, wenn die Prioritit p auftaucht und ansonsten rj. Sollte die Start-
belegung von Register r,, ein ungerader Wert grofler als p enthalten, so wird beim ersten
auftauchen von p der Wert 2k,, + 1 ausgegeben und r,, erhilt den Wert p. Sollte die Start-
belegung ein gerader Wert grofler p sein, ist die Ausgabe 2k, und r,, erhilt ebenfalls den
Wert p. Da alle anders Wert, die auflerhalb der Teilspiele auftauchen, immer in r( gespei-
chert werden, enthilt r,, ab diesen Punkt immer wenn ein Teilspiel G; betreten wird den
Wert p. Da die Strategie fiir G; defensive ist, wird auch in G; nie 2m + 1 ausgegeben. Wenn
nun die Prioritit p auftaucht enthilt r,, entweder bereits p oder eine kleinere Prioritit
aus Gj, entsprechend ist max(r,, p) gerade und es wird 2k, ausgegeben. Das Spiel kann
nun aufzwei Arten ablaufen, entweder bleibt es ab einem Punkt unendlich lange in einem
Teilspiel G;, wofiir Eva eine defensive Gewinnstrategie besitzt, oder es wird unendlich oft
zwischen den Teilspielen gewechselt. Im zweiten Fall taucht in den Zyklen die Prioritit p
unendlich oft auf'und erzeugt die Ausgabe 2k,, unendlich oft. Entsprechend hat Eva eine
defensive Gewinnstrategie.

3.Fall i,j miti # j und k; = k; = m: In diesem Fall ist der defensive Registerindex von G
nicht grofler als 7 + 1. Da nach der Induktionsvoraussetzung G; und G; jeweils héchstens
2kn=1 yiele disjunkte Zyklen haben und G, und G; disjunkt sind, enthilt G maximal 2k
viele disjunkte Zyklen, weshalb m + 1 gentigt. Evas Strategie ist Zhnlich wie im vorherigen
Fall. Im Teilspiel G; nutzt sie ihre Gewinnstrategie fiir das k;-Registerspiel mithilfe der
Register bis k;, auflerhalb wihlt sie 7,1, wenn p in einem Zyklus auftaucht, und ansons-
ten ro. Entweder das Spiel bleibt irgendwann innerhalb eines Teilspiels, dann gewinnt Eva
dort. Oder es wechselt unendlich oft zwischen den Teilspielen, dann taucht die Prioritit
p unendlich oft auf. Weil ,,,1 nach dem ersten Auftauchen von p nur noch den Wert p
enthilt, ist 2(m + 1) die grofite Ausgabe, die unendlich oft auftaucht. Da die Strategien fiir
G, defensiv sind, wird dort keine Ausgabe grofSer als 2m erzeugt, somit ist die Gesamt-
strategie auch defensiv.

O

Wie weiter oben bereits erliutert, hingen Spiele und Automaten oft eng zusammen,
entsprechend gibt es fiir Registerspiele auch Registerautomaten, welche die Sprachen der
Spiele erkennen. Ein solcher Registerautomat ist nicht good-for-Games, da der Automat
einen Register-Index k zugewiesen hat, aber Eva auch in Spielen mit Register-Index gro-
Rer als k eine Gewinnstrategie besitzen kann. Er ist lediglich good-for-small-Games da 2!
die Grofe der Spiele beschrinkt, fiir die eine Gewinnstrategie von Eva garantiert werden
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kann.

4.2 Separator

Czerwinski et al. [5] haben einen Separator-Ansatz entwickelt und Registerspiele darauf
zuriickgefiihrt, wobei sie sich auf die erste Variante von Lehtinen [4] beziehen und nicht
auf die Erweiterte [6] mit anderer Resetmechanik. Eine Schwierigkeit hierbei ist, dass Re-
gisterspiele nichtdeterministisch sein kénnen, aber (n,d)-separierende Automaten grund-
sitzlich nur auf deterministischen funktionieren. Das Problem ist, das sich beim Bilden
des Kreuzprodukt Safety-Spiels die Gewinnstrategie nicht {ibertragen lisst, da es notig
sein kann einen zukiinftigen Zug des Gegenspielers zu raten, wodurch sich der Nicht-
determinismus nicht auflésen lisst. Allerdings gibt es eine Klasse von nichtdeterminis-
tischen Automaten, bei denen das méglich ist, und zwar die good-for-Games Automaten.
Dies liegt an der in Kapitel 8| erliuterten Aquivalenz zwischen good-for-Games und history
determinism. Damit die Bedingung von good-for-Games erfiillt wird, muss die Definition
von separierenden Automaten angepasst werden. Ein nichtdeterministischer Automat A
ist ein good-for-separation strong (n,d) Separator, wenn er jedes Wort in LimsupOdd, ablehnt
und Eva fiir jedes gerade Spiel G mit n Knoten und Priorititen bis d eine Gewinnstrategie
in G x A hat.

Der hier gewihlte Ansatz ist, sich die Graphenstruktur anzuschauen. Dabei wird ein
nichtdeterministischer Parititsautomat R, ; derart konstruiert, dass die Konstruktion
R%(G) von Lehtinen zum Parititsspiel G grundlegend mit G x R,, ; iibereinstimmt. Dabei
stellt R, ; einen good-for-separation strong (n,d) separator dar. Es gibt eine quasipolynomielle
untere Schranke fiir die Grofe dieser Automaten, welche spiter nachgewiesen wird.

Formal ist der nichtdeterministische-Parititsautomat R, ; iiber dem Alphabet ¥;, wel-
ches die ganzen Zahlen von 1 bis d darstellt, wie folgt definiert.

Definition 8. Die Zustinde bilden die Sequenz der Register {r|1.15(n)], - 2,71} Mit1; <71 und
ri € {1,2,...,d}. Der Startzustand ist dabei (1,1, ..., 1). Von jedem Zustand s = (7’[1+lg(n)J/~---r 2,71)
ausgehend gibt es zwei Arten von Zustdnden, wobei im Folgenden immer p € £; und k,1 < k <
|1+1g(n)| definiert sind. Erstens fiir jedes p den als Update von s mit p bezeichneten Zustand
{T|1+1g(n) |/ =++s Tks Ps s P), woODei das kleinste k gewdhlt wird, sodass ry. > p gilt. Zweitens fiir jedes
k den als k-Reset von s bezeichneten Zustand (7’[1+lg(n) Jrooeer Tkt 1 Thet s +oer 11, 1). Bei den Zustands-
tibergdngen existieren auch wieder zwei verschiedene Arten. Zum Einen existieren die nicht-reset
Uberginge von s nach s’, wenn s’ das Update von s mit p bildet, der Form (s, p,1,s") mit Prioritit
1. Zum Anderen existieren die Reset von Register k Uberginge. Wenn zum Zustand s s” das Update
von s mit p bildet und s” der k-Reset von s’ ist, existiert ein Ubergang der Form (s, p,2k,s"), wenn
1y gerade ist, bzw. (s, p,2k +1,s"), wenn ry ungerade ist, dabei wird r; von s’ betrachtet, also
dem Zustand in dem der Reset stattfindet. Im Grunde sind es also zwei Uberginge, die zusammen
abgearbeitet werden.

In Abbildung [4.3D]ist nun der Separator Ry, zum Spiel aus Abbildung zu sehen.
Die Zustinde geben dabei die Register an, dabei ist zu bedenken, dass es sich um einen
Automaten und kein Spiel handelt, die Zustinde werden also nicht zwischen Adam und
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Abbildung 4.3: Entstehung eines Separators
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Eva unterschieden. Die Werte an den Kanten geben an, welche Prioritit p auftrat, welcher
Register k benutzt wurde und welche Prioritit die Kante hat. Wenn nur p angegeben ist
handelt es sich um einen Ubergang, in dem nicht resettet wird, wenn p und k angegeben
sind, ist es ein Reset von Register k. Der Ubergang p = 2,k = 1,2 von (1,1) nach < 2,1 >
ist zum Beispiel ein Reset von Register 1. Dabei sind s = (1,1) s’ = (2,2) und s” = (2,1)
und fiir die Prioritit wird r; aus (2,2) betrachtet. Zu beachten ist, dass nur die Abfolge
der Priorititen die Eingabe fiir den Automaten bildet, die Entscheidung welcher Register
resettet wird ist aus Automatensicht entsprechend nichtdeterministisch.

In Abbildung 4.3 wiederum ist das Produkt G x Ry, zu sehen. Da Eva im urspriingli-
chem Spiel keine Positionen besitzt, sind Evas einzige Positionen hier die Automatenpo-
sitionen. Im Paper von Czerwinski et al. [5, Kap 4.3] wird nicht explizit angesprochen, dass
Eva diese Positionen bekommt. Aber es heif$t, dass die Wahl, die den Nichtdeterminismus
auflost, an Eva gegeben wird. Dies und die Tatsache, dass in der Definition des Produkts
ebenfalls die Automatenpositionen an Eva gegeben werden, machen deutlich, dass es hier
ebenfalls so gedacht ist. Laut Definition des Produkts haben die Uberginge von Spielpo-
sitionen zu Automatenpositionen die Prioritit €. Da in unserem Zusammenhang nicht
eindeutig ist, wie das Spiel mit einer Prioritit umgeht, die keine ganze Zahl ist, wurden
diese Ubergiinge stattdessen mit der Prioritit 0 versehen. Da 0 kleiner als alle méglichen
Priorititen ist, die auftauchen kénnen, wird dadurch auch das Ergebnis nicht verindert.
Denn da zwischen zwei Ubergingen mit Prioritit 0 immer ein anderer Ubergang mit ho-
herer Prioritit liegt, kann nur dann unendlich oft die 0 auftreten, wenn auch eine héhere
Prioritit unendlich oft auftritt. Im Graphen sieht man aufSerdem mehrere Ubergiinge, an
denen mehrere Zahlen stehen. In diesem Fall fithrt die Auswahl verschiedener Register-
indizes zur gleichen Belegung der Register, es existieren also theoretisch verschiedene
Uberginge. Da Eva die Wahl zwischen den Ubergingen hat, kann sie immer den fiir sie
vorteilhafteren nehmen und der andere kann aus dem Spiel entfernt werden, ohne das
Ergebnis zu verindern. Dabei wihlt Eva bei geraden Priorititen immer die grofiere und
bei ungeraden die niedrigere, sollten gerade und ungerade gleichzeitig auftreten, was in
diesem Beispiel nicht der Fall ist, wihlt Eva immer die gerade. Die ausgewihlte Priori-
tit ist in diesem Fall die erste Zahl, wihrend in der Klammer die andere Prioritit der
Vollstindigkeit halber aufgefiihrt ist.

Dawie gesagt R¢ und G x R,, ; grundlegend tibereinstimmen, kénnen alle von Lehtinen
bewiesenen Aussagen iiber R¢ auch auf G x R, ; angewandt werden. Wenn Adam also
eine Gewinnstrategie in G hat, besitzt er auch eine in G x R,, 4, und fiir Gewinnstrategien
von Eva in G gilt fiir G x R,, ; der Registerindex, also das Eva maximal |1 + g n| Register
braucht, um in G x R, 4 zu gewinnen. Man sieht, dass der Registerindex bereits bei der
Konstruktion von R, ; genutzt wurde, entsprechend besitzt Eva eine Gewinnstrategie in
G x R, 4. Gleichzeitig besitzt Adam keine Gewinnstrategie, also werden die Worter aus
LimsupOdd, abgelehnt. Daraus folgt, dass G x R,, 4 tatsichlich ein good-for-separation strong
(n,d) separator ist.
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Reduktion auf Safety Wie in Kapitel[3|bereits gesagt, besteht die Idee darin, den Paritit auf
einen Safety Automaten zu reduzieren, denn fiir Safety sind bereits effiziente Algorithmen
zum Losen bekannt, allerdings ist R,, ; noch ein Parititsautomat. Czerwinski et al. [5} Kap
4.4] haben aber auch gezeigt, dass das Produkt von R,, ; mit einem deterministischen safety
strong (n,d’)-separator S den safety good-for-separation strong (n,d)-separator R, 4 x S ergibt.
Dabei gilt das d’ die hochstmogliche Prioritit und das n” die Anzahl der Zustinde in R, 4
sind. Wie bereits gezeigt besitzt Eva eine Gewinnstrategie J fiir G x R,, 4, diese ist sogar
positional. Wenn man nun den Untergraphen G’ dieser Strategie bildet, ist dieser gerade,
hat maximal n’ Knoten und Priorititen bis p’. Da S konkret als deterministischen safety strong
(n',d’)-separator gewihlt wurde, wird fiir jeden Pfad in G’ die Sequenz der Priorititen von
S akzeptiert. Entsprechend gewinnt Eva auch immer das Spiel (G x R, 4) x S, wenn sie die
Strategie J in G x R,, ; benutzt, und gewinnt damit auch das dquivalente Spiel G x (R, 5 x
S).DaR, ; als strong (n,d)-separator konstruiert wurde, lehnt er jedes Wort aus LimsupOdd,
ab, folglich ist die hochste unendlich oft auftauchende Prioritit in einem solchen Wort
ungerade. Entsprechend ist auch jedes solche Wort, das der Automat R, ; x S erhilt in
LimsupOdd), und wird wegen der Auswahl von S als deterministischen safety strong (n,d’)-
separator abgelehnt. Insgesamt erfiillt damit R, ; x S die Bedingungen eines safety good-
for-separation strong (n,d)-separator.

Auferdem haben Czerwinski et al. [5} Kap. 4.1] einen Vorschlag fiir einen solchen safety
Automaten S gegeben. Dabei wird ein Automat U, ; konstruiert, wobei die Idee ist, dass
U, 4 zdhlt, wie oft eine ungerade Prioritit p auftaucht, ohne das eine gréfere Prioritit
auftaucht. Wenn eine Prioritit 6fter auftaucht, als das Spiel Positionen besitzt, bedeutet
das, dass die Prioritit in einem Zyklus auftritt. Da keine grofSere Prioritit auftritt, ist die
ungerade Prioritit die grofite in diesem Zyklus, entsprechend gibt es im Spiel eine Mog-
lichkeit, dass die grofite unendlich oft auftretende Prioritit ungerade ist. Dabei beruht
U, 4 aufeinen (n,d)-universellen Baum, in dem die Blitter lexikografisch geordnet sind. Die
Zustinde in U, 4 bestehen dabei aus den Blittern vom Baum sowie einen ablehnenden
Zustand a. Den Startzustand bildet das Blatt mit der héchsten Ordnung. Die Ubergangs-
funktion J ist fiir alle p € X; wie folgt definiert. 6(a, p) = a, ist also der ablehnende Zustand
einmal erreicht, kann er nicht mehr verlassen werden. Fiir alle s + a gilt §(s, p) = s’ mit,
entweder s’ das gréfite Blatt mit s|, = s|, wenn p gerade, s’ das grofite Blatt mit s|, > 5’|,
wenn p ungerade oder s’ = 2 wenn p ungerade und kein solches Blatt existiert. Dabei ist s,
die sogenannte p-truncation mit 1 < p <d. Fiir ein S der Form (k;_1,k4_3, ..., k1) bildet s|,
(ki-1,ka-3,....kp) oder (kq_1,k4-3,...,kps1), wenn p ungerade bzw. gerade ist. U, 4 ist nun
ein strong (n,d)-separator und die Idee fiir den Beweis dazu wird im Folgender erliutert.

Das der Automat Worte aus LimsupOdd, ablehnt, ist dadurch gegeben, dass bei unge-
raden Priorititen die Ubergangsfunktion é(s, p) = s’ mit s|, > s’|, genutzt wird. Wenn die
grofite unendlich oft auftretende Prioritit ungerade ist, wiirde dadurch eine unendliche
Kette an kleiner werdenden Elementen entstehen. Da der zugrunde liegende Baum aber
endlich ist, wird irgendwann kein kleineres Blatt mehr existieren und der Automat in
den ablehnenden Zustand a tibergehen. Das der Automat Worte aus EvenCycles,, 4 akzep-
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tiert, ist dadurch gegeben, dass fiir einen geraden Graphen G mit n Knoten und Priori-
titen bis d ein progress measure y existiert, das die Knoten in die Menge der Blitter eines
(n,d)-universellen Baumes iibertrigt. Ein progress measure ist das Labeln eines Baumes,
wenn fiir jede Kante (v, ) mit Prioritit p gilt: Wenn p gerade ist, gilt p(v) > p(u), und
wenn p ungerade ist, gilt #(v) > p(u). Wenn man den Durchlauf (g1, 42,43, ...) iiber das
Wort betrachtet, gilt nach Definition des Initialzustandes g1 > y(v1). Daraus folgt induk-
tiv q; > pu(v;), wodurch der Durchlauf niemals den ablehnenden Zustand a erreicht und
somit akzeptiert.

Da dies nun gezeigt ist, ist R,, ; x U, 4 ein safety good-for-separation strong (n,d)-separator
mit dem ein Parititsspiel G auf ein Safety-Spiel reduziert werden kann. Und da sowohl
R, 4 also auch U, 4 eine quasipolynamiale Schranke fiir die Anzahl der Zustinde be-
sitzen, besitzt auch R, ; x U, 4 eine solche Schranke. Benutzt man nun einen Algorith-
mus, dessen Laufzeit von der Anzahl der Zustinde abhingt, kann man das so entstandene
Safety-Spiel in quasipolynomieller Zeit 16sen.

Auch die anderen beiden Methoden, um Parititsspiele in quasipolynomieller Zeit zu
16sen nidmlich Play-Summaries und progress measures lassen sich iiber Separatoren er-
kliren. Progress measures wurde oben bereits kurz angesprochen und der Beweis dafiir
funktioniert ihnlich. Im Falle von Play-Summaries sind nur das Vertauschen der Spieler
und eine Anpassung der Gewinnbedingung nétig, um einen Separator zu erhalten.

Der Nachweis dieser Schranke, welche auch fiir die beiden anderen anfangs erwihn-
ten Algorithmen, mit denen man Parititsspiele quasipolynomiell 16sen kann, gilt, beruht
darauf, dass alle gezeigten Strukturen einen universellen Baum beinhalten. In diesem Fall
enthilt jeder safety strong (n,d)-separator einen universellen Baum, dies wird in Kap. [5|ge-
nauer erliutert.

4.3 Vergleich und Anpassung

Wie gesagt sollen fiir die erste Variante der Registerspiel R und G x R,, ; {ibereinstim-
men, allerdings sieht man an den Abbildungenft.2Jundft.3d das dies fiir die zweite Varian-
te nicht der Fall ist. Dies liegt zum Einen an Unterschieden in den Definitionen und zum
Anderen daran, dass nachdem die Registerspiele iiberarbeitet wurden, die Resetmechanik
nicht mehr iibereinstimmt. Daher werden im Folgenden die Definitionen von den Regis-
terspielen und den Separatoren tiberarbeitet und aneinander angepasst, um sie sinnvoll
zu vergleichen.

Die erste Anpassung betrifft die Tatsache, dass bei Lehtinen im Spiel G 0 als Prioritit
zugelassen wird, bei den Separatoren aber nicht, dadurch wird bei den Registerspielen
beim Reset der Register auf 0 gesetzt statt auf' 1 wie beim Separator. Die Anpassung be-
steht darin, dass bei den Registerspielen die Register zu Anfang mit 1 belegt sind und der
Reset den Wert auf setzt. Gleichzeitig geht man davon aus, dass das Ausgangsspiel G nur
positive Priorititen enthilt, sollte es doch 0 als Prioritit aufweisen, werden alle Prioriti-
ten um den Wert 2 erhoht, dies verindert den Gewinner und die Strategie fiir das Spiel
nicht. Formell wird der Registerreset also wie folgt definiert: fiiralle j € [1, ..., d] gilt r; = 1
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fiir j <i,rj = p fiir j =i und r; = max(rj, p) firj>i.

Die zweite Anpassung ist notig, weil bei den Registerspielen davon ausgegangen wird,
das in G die Priorititen an den Knoten liegen, wihrend sie bei den Separatoren an den
Kanten liegen. Zur besseren Vergleichbarkeit werden nun in beiden Fillen die Prioriti-
ten an die Kanten gelegt und zwar so, dass, wenn eine Prioritit p an einem Knoten v liegt,
sie an alle von v ausgehenden Kanten gelegt wird. Dies fiithrt aber dazu, dass bei den Re-
setschritten im Registerspiel nicht mehr die zu nutzende Prioritit am Knoten abgelesen
werden kann, entsprechend muss sie mit im Zustand gespeichert werden. Deshalb wird in
den Zustinden, die die Registerauswahl von Eva darstellen die Prioritit mit gespeichert.
Also werden aus Zustinden der Form (v, 7,0) welche mit (v, LG(w, v),7,0), wobei w der
Zustand ist, der vom vorherigen Ry, aus nach v fithrte. Dadurch muss nun auch der
Startzustand angepasst werden. Urspriinglich war der Startzustand ndmlich von der Form
(v;, 0, 0), sprich Eva konnte den Registerreset beruhend auf der Prioritit von v; durchfiih-
ren. Da aber jetzt in G die Priorititen an den Kanten liegen, steht noch keine Prioritit zur
Verfiigung, der erste Zustand von RE(G) muss also den Zug in G simulieren und ist ent-
sprechend (v;, 1, 1). Zusitzlich werden wie oben beschrieben die Register am Anfang mit
1 belegt. AufSerdem werden die Register nun absteigend statt aufsteigend sortiert. Wobei
dies nur eine Vereinfachung fiir den Leser und keine Inhaltliche Anpassung ist.

Die weiteren Anpassungen betreffen den Separator R, 4. Im originalen R, ; werden die
Register von 1 an indiziert, da sie in der neuen Variante von R (G) aber bei 0 anfangen,
werden im Separator nun die Indizes um eins gesenkt also < Tlig(n)}s - T1,T0 >. Dies hat
auf die eigentliche Funktionsweise keinen Einfluss, aber die Priorititen aus RIE(G) und
G x R, 4 sind dadurch einfacher zu vergleichen.

Die wichtigere Anderung betrifft die Art, wie Update und Reset funktionieren. In dem
alten Registerspiel wurden das Update der Register mit der Prioritit p und das Resetten
des Registers k separat voneinander durchgefiihrt und es wurde auch nur der Kleinste
Register auf 0 gesetzt. Daher wurde dies auch fiir den Separator so iibernommen. In der
neuen Variante werden aber Update und Reset zusammen durchgefiihrt und alle kleine-
ren Register werden auf'0 gesetzt. Auflerdem war der Registerreset optional, entsprechend
muss dies alles beim Separator abgeindert werden. Beim Update wurde der kleinste Re-
gister r; gesucht, dessen Wert grofSer als die Prioritit p war, und alle kleineren Register
erhielten den Wert p. Da die Register sortiert waren, hatten auch alle groferen Register
als 7 einen wert grofler als p. Es lisst sich also auch so ausdriicken, dass alle Register das
Maximum von r; und p zugewiesen bekommen. Desweiteren wurde nur der kleinste Re-
gister auf'l gesetzt und der Rest verschoben, nun werden alle Register, die kleiner als der
gewihlte sind aufl gesetzt. Der Reset fiir eine Prioritit p funktioniert nun folgenderma-
Ren, fiir jedes i gilt ;. = max(ry, p) firk>i,r, =p firk=iundr, =1 fiirk <i.

Durch diese Anderung muss nun aber auch die Bildung der Priorititen angepasst wer-
den, in der urspriinglichen Variante wurde nur der Registerinhalt dafiir betrachtet. Da
dies aber nach dem Update stattfand, enthielt der Register bereits das Maximum aus dem
Registerinhalt und der Prioritit, in der geinderten Variante enthilt er nur den alter Wert.

27
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4.3 VERGLEICH UND ANPASSUNG

Fiir die Priorititen muss entsprechend gelten, 2r; wenn max(r;, p) gerade ist und 2r; +1
wenn max(r;, p) ungerade ist.

Die angepassten Graphen zu dem oben bereits genutzten Spiel G sind nun in den Ab-
bildungen |4.4a} 4.4bjund 4.4/ zu sehen. Man sieht, dass bis auf Benennung die Graphen
von G x Ry, und R} (G) iibereinstimmen.

Wichtig ist natiirlich, dass die Anpassungen keinen der bisherigen Beweise verindern.
Das G und R%(G) den gleichen Gewinner haben Lemma gilt auch weiterhin. Denn so-
wohl fiir Adams als auch fiir Evas Strategien ist nur entscheidend, dass die Register iiber
dem zum Reset ausgewihlten immer mindestens die aktuelle Prioritit enthalten, was bei
den Anpassungen nicht verindert wird. Welche Werte die kleineren Register enthalten,
ist nicht von Bedeutung, solange sie nur kleiner als die aktuelle Prioritit sind, was auch
nach der Anpassung gegeben ist. Selbiges gilt fiir den Beweis von Lemma 3] dass der Re-
gisterindex logarithmisch durch die Anzahl der Knoten aus G beschrinkt ist. Auch hier
ist nicht von Bedeutung welche Werte die Register, die kleiner sind als der Ausgewihlte,
zugewiesen bekommen.
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5 Schranken und Ubereinstim-
mungen

Der Sinn dahinter zu zeigen, dass verschiedene Konstruktionen iibereinstimmen, besteht
darin, dass auch verschieden Eigenschaften tibereinstimmen. Wenn es fiir die eine Kon-
struktion einen Algorithmus gibt, der eine Eigenschaft nachweist, so ist dieser auch auf’
die andere Konstruktion anwendbar. Wenn es fiir die eine Konstruktion eine Schranke
beziiglich einer Grofle gibt, so gilt diese Schranke auch fiir die andere Konstruktion.

In 4.3 wurde abschlieflend gezeigt, dass Registerspiele und Separator-Automaten das
gleiche Ergebnis liefern. In 4.1 wiederum wurde der Beweis, dass der Registerindex lo-
garithmisch von der Knotenanzahl des Ausgangsspieles abhingt, gezeigt. Daraus folgt,
dass das Ausgangsspiel in quasipolynomieller Zeit zu 16sen ist. Entsprechend gilt diese
Laufzeit auch fiir Separator-Automaten. Dies war auch der Gedanke hinter dem Paper
von Czerwinski et al., zu zeigen das alle drei bisher bekannte Verfahren, von denen Re-
gisterspiele eines sind, Parititsspiele in quasipolynomieller Zeit 16sen, tiber Separatorau-
tomaten auf universelle Biume zuriickzufiihren sind und somit gleichwertig sind. Dort
wurde gezeigt, dass universelle Biume eine quasipolynomielle obere Schranke besitzen,
was sich mit der Schranke fiir Registerspiele deckt. Gleichzeitig wurde auch eine quasi-
polynomielle untere Schranke nachgewiesen, wodurch folgt, dass es mit Registerspielen
nicht moglich ist, eine Laufzeit, die besser als quasipolynomiel ist, zu erreichen.

Mit einem dhnlichen Gedanken haben Colcombt und Fijalkow verschiedene andere
Aquivalenzen gezeigt, einmal [7] eine Erweiterung von Czerwinski et al., dass die Grof3e
der kleinsten universellen Graphen, separierenden Automaten und universellen Biume
gleich ist, und zum anderen [5], dass good-for-n-Games Automaten, (n,d)-separierende
Automaten und (n,d)-universelle Graphen zusammenhingen.

Biume, Graphen und separierende Automaten Befassen wir uns erstmal mit der ersten
Aquivalenz. Also das folgende Grof8en gleich sind:

1. die des kleinsten universellen Baumes

2. die des kleinsten separierenden Automaten und

3. die des kleinsten universellen Graphen.

In diesem Fall werden die Kanten des Graphen wie folgt aufgefasst. Es existieren d viele
Kanten E; mit j € [0,d - 1], wobei mit (v,v") € E; gemeint ist, dass die Kante zwischen v
und v’ die Prioritit j besitzt oder formal (v,,v") € E.

In Biumen gilt, dass jeder Knoten bis auf die Wurzel einen eindeutigen Vorginger be-
sitzt. Im Folgenden werden von den Blittern an die verschiedenen Ebenen des Baumes
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von 0 bis 4 — 1 durchnummeriert. Dabei stehen gerade Nummern fiir die Knoten und
ungerade fiir die Kanten. Die Kombination aus einem Blatt # und einer Nummer ist nun
eindeutig einem Knoten oder einer Kante im Baum zugewiesen. Zum Beispiel liefert (u, 3)
die Kante (v, v') fiir die gilt, dass v’ der Vorgiinger von © und v der von v’ ist. Diese nutzen
wir nun, um einen Baum T in einen Graphen G(T) umzuwandeln. Dabei sind die Knoten
die Blitter von T. Die Kanten werden wie folgt gebildet, es existiert die Kante (v,j,v") € E
wenn fiir gerade j die Vorgingerknoten u von v und u’ von v’ auf Ebene j gilt u < u’ oder
fiir ungerade j die Vorgingerkanten w und w’ auf Ebene j gilt w < w’. Hierbei beziehen
sich < und < auf'die Ordnung im Baum.

(Siehe [7] Kap. 3)Um nun die obigen Aquivalenzen zu beweisen wird zunichst eine Hilfs-
definition gebraucht, die baumihnlichen Graphen.

Definition 9. Ein Graph ist baumdhnlich, wenn er die folgenden 4 Bedingungen erfiillt:

1. wenn (v,i,v") € E und (v',],0") € E gelten, dann gilt (v, max(i,j),v") € E, sprich die
Kanten sind transitiv

2. fiir i gerade gilt, dass E; total ist, (v,1,v") € E oder (v',i,v) € E

3. fiiri gerade ist E; reflexiv, (v,i,v) € E

4. fiir i ungerade gilt, dass (v,i,v") € E genau dann wenn (v,i-1,0") € Eund (v’,i-1,v) ¢ E

Wenn nun G ein baumihnlicher Graph ist, kann man daraus einen Baum T(G) kon-
struieren, dessen Blitter die Knoten von G sind und die Knoten auf den Ebenen mit ge-
raden i werden durch die Aquivalenzklassen von E; gebildet. Aus dieser Definition folgen
nun folgende Aussagen. Fiir Biume ¢, T gilt, dass ¢ genau dann in T enthalten ist, wenn
ein Homomorphismus ¢ : G(t) - G(T) existiert. Und wenn ¢ ein Baum ist, dann ist G(f)
baumihnlich und T(G(t)) = t. Man kann also Biume immer als baumihnliche Graphen
auffassen.

Die Beweisidee fiir die Aquivalenzen sieht nun wie folgt aus. Ein (1, d)-universeller
Baum wird zu einem (7, d)-separierenden Automaten umgebaut, ein (7, d)-universeller
Graph zu einem (#,d)-universellen Baum und ein (7,d)-separierender Automat zu ei-
nem (n,d)-universellen Graphen, wobei die Konstruktionen die gleichen Gréflen auf-
weisen. Dafiir wird mehrfach als Hilfsergebnis genutzt, dass ein maximaler Graph, der
die Parititsbedingung erfiillt, baumihnlich ist. Daraus folgt fast direkt, dass ein maxi-
maler (n,d)-universeller Graph ein (#,d)-universeller Baum ist. Im Fall vom Separator
zum universellen Graphen wird die Saturation-Technik benutzt. Dabei werden zu einem
(n,d)-Graphen G der die Parititsbedingung erfiillt solange Kanten hinzugefiigt, bis die
Bedingung nicht mehr erfiillt werden konnte. Der so entstandene Graph ¢ ist die Satura-
tion von G. Wenn nun ein Graph G die Parititsbedingung erfiillt, was bei separierenden
Automaten der Fall ist, dann ist jede Saturation davon universell. Bei der Konstruktion von
universellen Biumen zu Automaten wird der Automat auf eine bestimmte Weise konstru-
iert und anschlieflend nachgewiesen, dass es sich um einen Separator handelt.

Separierende und good-for-n-Games Automaten Nun gibt es noch die andere Gruppe von
Aquivalenzen, dass die Anzahl an Zustinden in strongly good-for-n-Games, an Zustinden
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in strongly (n,d)-separierenden Automaten und an Knoten in (n,d)-universellen Graphen
gleich sind. Die letzten beiden sind bereits in der vorherigen Aussage enthalten, sind hier
aber etwas anders aufgebaut, da sie hier allgemein fiir alle Gewinnbedingungen gezeigt
werden, fiir die Eva eine positionale Gewinnstrategie besitzt. Auflerdem gilt es fiir jede
beliebige Grofle der Priorititen d. Deshalb wird dieser Teil nicht nochmal explizit erliu-
tert. In unserem Fall beschiftigen wir uns nur mit der Parititsbedingung. Der erste Teil
ist nochmal unterteilt und zwar gilt, dass die Anzahl an Zustinden

1. eines strongly (n,d)-separierenden deterministischen Automaten,

2. eines strongly good for n-games Automaten und

3. eines strongly (n,d)-separierenden Automaten

gleich sind.

(Siehe [7] 3.2 Lemma 7) Das dabei 3. = 1. gilt, ist sofort offensichtlich. Entscheidend
ist der Beweis, dass 1. = 2. = 3. gilt. Fiir den ersten Teil bedeutet das, wenn ein strongly
(n,d)-separierenden deterministischen Automaten A gegeben ist, ist A auch strongly good-for-n-
Games. Also ist zu zeigen, dass Eva G x A genau dann gewinnt, wenn sie G gewinnt. Das aus
einem Siegin G x A ein Siegin G folgt, ist seit langem allgemein fiir Automaten bewiesen.
Die andere Richtung ist aufwendiger zu beweisen. Wenn Eva das Spiel G gewinnt, dann
existiert ein Graph Sg, der die positionale Gewinnstrategie von Eva darstellt. Dabei gilt
L(Sg) ¢ L(A), woraus folgt, dass fiir jede Zugfolge ¢ aus Sg ein Durchlaufin A iiber den
labels von ¢ existiert. Nun wird eine neue Strategie fiir Eva in G x A konstruiert. In den
Spielpositionen spielt Eva nach S, in den Automatenpositionen gibt es aufgrund obigen
Ergebnisses und dem Determinismus nur einen moglichen Zug, diesen wihlt Eva. Dies
ist eine Gewinnstrategie fiir G x A und somit ist A ein strongly good-for-n-Games Automat.

Fiir den zweiten Teil bedeutet es, dass wenn ein strongly good-for-n-games Automat A
gegeben ist, ist A auch ein strongly (n,d)-separierenden Automaten. Wenn nun A ein strongly
good-for-n-games Automat fiir Paritit ist, dann liegt L(A) in Paritit. Nun betrachtet man
ein Wort u € P, wobei P, die Vereinigung aller Sprachen ist, die von safety Automaten mit
n Zustinden akzeptiert werden, die Teilsprachen von Paritit akzeptieren. Dann existiert
ein safety Automat B mit maximal n Zustinden sodass u € L(B) und L(B) liegt in Paritit.
Dieser Automat kann als Parititsspiel G aufgefasst werden, in dem alles Positionen zu
Adam gehéren. Da L(B) in Paritit liegt, gewinnt Eva G. Da A ein strongly good for n-games
Automat ist hat Eva somit auch eine Gewinnstrategie Sg fiir G x A. Wenn Adam nun in
G x A nach den Buchstaben von u spielt, erzeugt Sg nun einen akzeptierenden Durchlauf
fir u in A. Damit ist u € L(A) und somit A ein strongly (n,d)-separierenden Automaten.

Wie in .2] bereits gesagt, haben Czerwinski et al. [5, Kap. 2.4] nachgewiesen, dass ein
universellen Baum mindestens eine quasipolynomielle Anzahl an Blittern hat. Genauer
gesagt hat jeder (n,d)-universeller Baum mindestens 1'8((#/2)/18("))-1 yiele Blitter, wenn
d < n gilt. Hierbei ist zu beachten, dass bei Czerwinski ein (n,d)-Baum mit Hohe d statt d/2
definiert wird, weswegen sich die Formel leicht unterscheidet und d hat mindestens den
Wert 2. Zur Vereinfachung wird /1 = d/2 gesetzt und in den Formeln mit /1 gearbeitet, die
Abschitzung lautet dann n'8(/18(")-1 wenn 2 < n gilt. Die Abschitzung erfolgt in meh-
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reren Schr%tten und nutzt mehrere Hilfsformeln. Im ersten Schritt wird die Hilfsfunktion
g(n,h) =% g([1/6],h-1) mit g(I,1) =1 und g(1,h) = 1 genutzt. Diese Funktion stellt ei-
5=1

ne untere Schranke fiir die Anzahl der Blitter im Baum dar und dies wird per Induktion
bewiesen. Im nichsten Schritt wird gezeigt, dass die Abschitzung g(n,h) < (llgﬁé;}j_l) gilt.
Dafiir werden wieder zwei Hilfsfunktionen genutzt, zuerst G(p, h) = g(27, h) fiir p > O und
h > 1. Man sieht sofort, dass g(n, h) < G(n, h) gilt. Fiir die Funktion G gilt nun G(p, h) >

Z G(p—-k,h-1),G(P,1) > 1 und G(0,h) = 1. Anschlieffend wird eine andere Funktion

als untere Schranke fiir G konstruiert, nimlich H mit H(p,h) = H(p,h-1)+ H(p—1,h),
H(p,1) =1und H(0,h) = 1. Dabei ist H(p,h) eine andere Schreibweise fiir den Binomial-

koeffizienten (p ”;_p ) was anhand der Pascalschen Identitit leicht zu sehen ist. Setzt man

nun lg n| liefern dies Hilfsfunktion ¢(n,h) > llg”J+h 1. Im letzten Schritt ist nur
p =18 8 g n)

noch zu zeigen, dass ([lganHJl 1) > n'8(/18(m)=1 gilt, Dafiir wird genutzt, dass die Unglei-

chung (k/1)! < ( ) gilt. Diese wird auf (Ugl"é”j 1) angepasst, anschlieflend wird auf beiden
Seiten der Logarithmus lg angewandt und abschlieffend durch Anwendung von n > 2
und 2h < n zur Abschitzung die Ungleichung gezeigt. Insgesamt ist somit gezeigt, dass
ein (n,d)-universeller Baum mindestens n'8((#/2)/18(1))-1 yiele Blitter besitzt.

Da bereits gezeigt wurde, dass universelle Biume und separierende Automaten die
gleiche untere Schranke besitzen, gilt die nun gezeigte Schranke auch fiir einen (n,d)-
separierenden Automaten. Da universelle Biume die Grundlage der drei bisher bekann-
ten Algorithmen bilden, die Parititsspiele in quasipolynomieller Zeit 16sen, gilt diese un-
tere Schranke fiir alle drei. Entsprechend kénnen mit diesen Verfahren keine allgemein
schnelleren Algorithmen gewonnen werden.

Lethinen hat aulerdem gezeigt [6], dass man zu einen Registerspiel auch einen Regis-
terautomaten konstruieren kann, der die Sprache des Registerspiels akzeptiert. Nach den
oben gezeigten Aquivalenzen ist dieser Automat good-for-small-Games. Der Registerindex
ist logarithmisch zur Anzahl an Positionen im urspriinglichen Spiel, entsprechend kann
umgekehrt ein Automat mit Registerindex k nur Parititsspiele mit hochstens 2€-1 Positio-
nen erkennen. Es gibt aber immer Spiel, die grofer sind, fiir die Eva eine Gewinnstrategie
besitzt. Entsprechen sind Registerautomaten und daraus folgend auch separierende Au-
tomaten nicht good-for-Games. Wie schon gesagt, ist es mit Registerspielen nicht maoglich,
einen Algorithmus zu entwickeln, der schneller als quasipolynomiell ist, um Parititsspiele
zu 16sen. Dies gilt auch fiir alle anderen Verfahren, die universelle Biume oder good-for-
small-Games Automaten nutzen.



6 Fazit und Ausblick

Die Registerspiele und der Separatoransatz wurden in dieser Arbeit so aneinander an-
gepasst, dass eindeutig zu erkennen ist, dass sie das gleiche leisten. Auch wurden damit
untere und obere Schranken fiir die Laufzeit nachgewiesen. AufSerdem wurden verschie-
dene Ergebnisse in Bezug auf good-for-small-Games Automaten zusammengetragen und
gezeigt, dass Registerspiele eine Variante davon sind. Zusitzlich ist damit gezeigt, dass
die gezeigten untere Schranke entsprechend fiir alle Verfahren, die good-for-small-Games
Automaten oder universelle Biume nutzen, gilt.

Es wurde zwar eine untere Schranke fiir drei neue Verfahren gezeigt, allerdings ist noch
unbekannt, ob es nicht andere Verfahren gibt, mit denen Parititsspiele schneller gelost
werden kénnen oder ob diese Schranke allgemein fiir Parititsspiele gilt. Auflerdem kann
noch genauer untersucht werden, ob Spezialfille existieren, bei denen Methoden wie die
Registerspiele eine Verbesserung gegeniiber anderen Methoden ergeben. In der Anwen-
dung ist es hiufig so, dass auch wenn verschiedene Algorithmen allgemein die gleiche
Laufzeit haben, es fiir ein bestimmtes Problem sinnvoll sein kann, einen von ihnen zu
bevorzugen. So gibt es bereits Beispiele, in denen fiir andere Algorithmen schwer zu 16-
sende Spiele einen kleinen Registerindex aufweisen und somit {iber Registerspiele ver-
hiltnismiflig schnell zu 16sen sind. Auf'der anderen Seite haben Registerspiele und auch
die anderen Verfahren wie Separatoren den Nachteil, das sie die Anzahl der benétigten
Zustinde quasipolynomiell ansteigt. Die bessere Laufzeit wird also mit hoheren Speicher-
bedarf erkauft. Diese Problematik zu untersuchen, wire sicher ein interessantes Gebiet,
Lehtinen hat dazu bereits Ansitze aufgezeigt. Zu Beispiel wire zu untersuchen, ob der
Registerindex nur in entsprechen konstruierten Fillen beliebig groff werden kann und
in den fiir die Anwendung interessanten Fillen klein bleibt, oder ob es auch in der An-
wendung Fille gibt, die einen hohen Registerindex aufweisen, und wie man diese Fille
erkennen kann.

Ein anderer interessanter Punkt wire, wie es sich mit anderen Gewinnbedingungen fiir
Spiele verhilt. Es gibt zum Beispiel die Biichi und CoBiichi Bedingungen. Diese sind ei-
ne Variante der Parititsbedingung, bei der das Intervall der Priorititen auf[1,2] bzw. [0,1]
eingeschrinkt wird. Es wire zu untersuchen, inwiefern sich Registerspiele darauf iiber-
tragen lassen und ob das Vorteile beim Losen der Spiele bringt. Da der Vorteil von Re-
gisterspielen darin liegt, dass sie die Grofle der Priorititen verkleinern, diese bei Biichi
und CoBiichi aber bereits klein sind, wire an der Stelle auf den ersten Blick keine Ver-
besserung zu sehen, zumal es fiir diese bereits polynomielle Algorithmen gibt. Allerdings
wire zu iiberpriifen, ob sich durch den good-for-small-Games Ansatz nicht auch fiir andere
Bedingungen Konstruktionen finden lassen, die bessere Algorithmen erméglichen.
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Desweiteren beziehen sich Registerspiele aufnichtdeterministische Automaten, wie ge-
nau sie sich auf alternierende Automaten {ibertragen lassen wire noch zu untersuchen.
Fiir das Konzept von good-for-Games Automaten hat Lehtinen [10] bereits Untersuchungen
angestellt. Dabei hat sie ermittelt, dass fiir manche Bedingungen alternierende Automa-
ten genauso ausdrucksstark wie deterministische Automaten sind und fiir andere Bedin-
gungen alternierende Automaten ausdrucksstirker sind. Allerdings konnte sie es nicht
fiir alle Fille abschlieffend beantworten.
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