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1. Kontextsensitive Sprachen

In diesem Kapitel werden wir kontextsensitive Sprachen und Turingmaschinen einfiihren
und untersuchen. Die kontextsensitiven Sprachen wurden bereits in der Vorlesung ,Theo-
retische Informatik 1” definiert, aber nicht weiter vertieft. Wir werden die kontextsensiti-
ven Sprachen hier noch einmal aufgreifen. Einerseits zeigen wir, dass das Wortproblem fir
kontextsensitive Sprachen entscheidbar ist. Andererseits zeigen wir eine Korrespondenz
zwischen kontextsensitiven und linear-beschrankten Turing-Maschinen, angelehnt an die
Korrespondenz zwischen kontextfreien Sprachen und Kellerautomaten. Wir gehen auch
auf (nicht-beschrankte) Turing Maschinen ein und zeigen eine Korrespondenz mit rekursiv-

aufzahlbaren Sprachen.

Wir beginnen das Kapitel mit einigen grundlegenden Definitionen, wobei manche schon aus
der Vorlesung ,Theoretische Informatik 1“ bekannt sind.

1.1 Definition
- Eine Typ-0-Grammatik ist eine Grammatik G = (N, X, P, S), wobei die Produktionen die

FormP < (NU X)"x (N U %)*. Typ-0-Grammatiken sind die allgemeinste Form der Gram-
matiken.

- Die Grammatik ist kontextsensitiv oder Typ-1, falls fiir alle Produktionen a; — a, gilt
dass |a;| < |a,]. Intuitiv bedeutet diese Einschrankung dass die Produktionen Lange-
erhaltend sind, also eine Satzform wahrend einer Ableitung nicht kleiner werden kann.
Die Produktion S — ¢ ist erlaubt, allerdings darf S dann bei keiner Produktion auf der
rechten Seite vorkommen.

« Eine Sprache £ ¢ T ist kontextsensitiv, falls es eine kontextsensitive Grammatik G
gibt mit £(G) = L. Wir verwenden im Folgenden die Abkiirzung CSL (context-sensitive
languanges) fiir die kontextsensitiven Sprachen.

. Eine Sprache £ c 3" ist rekursiv aufzihlbar, falls es eine Typ-0-Grammatik G gibt mit
L(G) = L.

1.2 Beispiel
Die folgende Sprache ist kontextsensitiv

L={wefa,b.c}" | #alw) = #p(w) = #(w)}
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und wird von Typ-1-Grammatik G = ({S, R, A, B, C}, {a, b, ¢}, P, S) erzeugt. Die Produktionen P
sind gegeben durch

S—>¢€|R AB — BA
R - ABC | ABCR AC - CA
A-a BA - BA
B->b BC - CB
C-c CA - AC

(B - BC.

Intuitiv erlauben die ersten beiden Produktionen uns ein beliebiges Wort aus (ABC)* zu pro-
duzieren. Damit wird garantiert, dass das am Ende erzeugte Wort gleich viele a’s, b’'s und c’s
enthalten wird. Mithilfe der Produktionen in der linken Spalte konnen die Buchstaben dann
beliebig permutiert werden.

Wie bereits erwahnt, interessieren wir uns flr das Wortproblem fiir kontextsensitive Spra-
chen. Wie bereits aus ,Theoretische Informatik 1 bekannt, ist das Wortproblem wie folgt de-
finiert.

Wortproblem zu £

Gegeben: Wortw e X"
Entscheide: Giltw € £?

Folgendes Theorem zeigt dass, genau wie im Fall fiir kontextfreie Sprachen, das Wortproblem
fur kontextsensitive Sprachen entscheidbar ist.

1.3 Theorem
Fir jede kontextsensitive Grammatik G kann man das Wortproblem flr £(G) in Zeit 20w

[6sen.

Beweis:

Wir machen nun Gebrauch von der Lange-erhaltenden Eigenschaft der Produktionen von G.
Aufgrund dieser Eigenschaft ist es nicht moglich aus einer Satzform der Lange echt groer
|w| noch w abzuleiten. Das heif3t, dass wir alle Satzformen der Lange hochstens |w| aufzéhlen
und dann testen kdnnen ob sich w darunter befindet.

Die Zeitschranke 291! folgt aus folgender Abschatzung fiir die Anzahl an Satzformen der
Lange < |w|.

(IN]+ 2] + 1) = 220
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Die 1 in der Klammer steht fiir das leere Wort . Man bemerke dass die Grammatik und damit
Nund X nicht Teil der Eingabe des Problems sind. Daher gilt |N|+|%|+1 = 2° fiir eine Konstante
¢, welche unabhangig von der Eingabe (dem Wort w) ist. O

Das Wortproblem fiir kontextsensitive Sprachen ist schwer:

+ Die Korrespondenz mit den linear-beschrankten Turing-Maschinen (siehe weiter un-

ten) zeigt, dass
CSL = PSPACE,

also, dass die kontextsensitiven Sprachen genau den Problemen entsprechen, welche

in Polynomialzeit I6sbar sind.

Komplexitatsklassen:

EXPTIME
PSPACE

NP

- DaPSPACE-harte Probleme existieren, gibt es auch kontextsensitive Sprachen £(G), fur
die das Wortproblem PSPACE-hart ist.

1.4 Bemerkung
Die PSPACE ist eine in der Praxis wichtige Komplexitatsklasse fir Verifikationsprobleme:

« Erreichbarkeit in Boolschen While-Programmen
- Erreichbarkeit in Multithreaded-Programmen

Die kontextsensitiven Sprachen finden Anwendung in Compilern, wo sie Parameter in Proze-

duren und Scopes modellieren.

A) Turingmaschinen

Ziel ist es im Folgenden, Turing-Maschinen und ihre Berechnungen zu definieren.

Intuitiv ist eine Turing-Maschine ein Automat, der auf einem unendlichen Band operiert.
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_______ Kontrollzustand

Lese-/Schreibkopf

Band

Genau wie dies von endlichen Automaten und Pushdown-Automaten bekannt ist, hat eine
Turing-Maschine eine endliche Menge von Kontrollzustanden. Das Band, auf dem sie arbei-
tet, stellt ihr unbegrenzt viel Speicher zur Verfligung. lhren Schreib- & Lesekopf darf sie auf
diesem Band ohne Einschrankung bewegen (im Gegensatz zu Pushdown-Automaten, die in
jedem Schritt nur das oberste Element ihres Stacks anfassen duirfen).

Turing-Maschinen wurden 1936 vom beriihmten britischen Mathematiker Alan Turing (1912-
1954) eingeflihrt. Sie sind eine sehr erfolgreiche Formalisierung des Begriffs der algorithmi-
schen Losbarkeit bzw. Entscheidbarkeit. Die Church-Turing-These, benannt nach Turing und
nach Alonzo Church (1903-1995), sagt:

Alles, was sich intuitiv berechnen l3sst, lasst sich mit einer Turing-Maschine berechnen.

Sie lasst sich nicht beweisen - wir quantifizieren schlief3lich tber alle méglichen Berech-
nungsmodelle - allerdings sind alle anderen Berechnungsmodelle, die man sich bislang tiber-
legt hat, hchstens genauso machtig wie Turing-Maschinen. Beispielsweise lassen sich reale
Programme (Assembler, C, Java, ...) durch Turing-Maschinen simulieren (sogar mit kleinem
Overhead).

1.5 Definition
Eine Turing-Maschine (TM), M ist ein Tupel

M=(Q,%,T,qo,8, Q)
mit
« Qist eine endliche Menge von Kontrollzustanden,
- Qo € Qist der Start- oder Initialzustand,
- Qf € Qist die Menge der Endzustande
- 2 ist das endliche, nicht-leere Eingabealphabet,

- [ist das endliche, nicht-leere Bandalphabet,

- 2cT,
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- _, €T ist das Leerzeichen oder Blank-Symbol,
- esqilt L¢3,

. Falls die Transitionsfunktion & von der Form
6:QxT->QxTIx{LR,N},

ist, sprechen wir von einer deterministischen Turingmaschine (DTM). Hier stehen
{L, R, N} fir die moglichen Bewegungen des Schreib- & Lesekopf: L steht fir links, R
fur rechts und N fur neutral (keine Bewegung).

- Andernfalls, wenn & von der Form
ScQxIxIx{L,RN}xQ,

ist, reden wir von einer nicht-deterministischen Turingmaschine (NTM).

Die vorherige Definition fixiert die Syntax von Turing-Maschinen. Nun muissen wir die Seman-
tik von Turing-Maschinen, das heif3t ihre Berechnungszustande und Berechnungen definie-
ren. Bevor wir dies formal tun, geben wir eine intuitive Erklarung.

Intuitiv besteht die Konfiguration einer Turing-Maschine aus
- einem Kontrollzustand g € Q

- dem Bandinhalt, den man als Funktion t: N — T sehen kann, die der n-ten Zelle ihren
Inhalt t(n) € T zuordnet, und

« der Kopfpositioni € N.

Wir werden hierbei davon ausgehen, dass nur ein endliches Mittelstiick des Bandes beschrie-
ben ist, der Rest des Bandes ist mit Blanks gefuillt: 3/, k: Vn < [, ¥n > k,: t(n) = .

oLt e e =] ) ()] e k=) k) | o |
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Sei nun
6(g,a) = (p,b,d)

eine Abbildungsvorschrift gemaB der Transitionsfunktion 6. Dies bedeutet, dass die Maschi-
neM

« im Zustand g € Q,
- wenn an der aktuellen Kopfposition Symbol a € T steht,
im nachsten Schritt die folgenden drei Operationen ausfiihrt:
1. Andere Kontrollzustand zu p € Q.
2. Ersetze den Inhalt der Zelle (derzeit a) durch Symbol b € T.

3. Bewege den Kopf um eine Position nach links (falls d = L), nach rechts (falls d = R) oder
gar nicht (falls d = N).

Wir formalisieren nun die intuitive Definition von Konfigurationen und Berechnungen.

1.6 Definition
SeiM = (Q,%,T, &, q,) eine Turing-Maschine.

a) Eine Konfiguration von M ist ein Tripelugqv e xQxT".
Formal musste man (u, g, v) schreiben, wir lassen die Klammern aus.

Die Idee hierbei ist, dass u der (bereits besuchte) Bandinhalt links vom Kopf ist, g der aktu-
elle Kontrollzustand und v der (bereits besuchte) Bandinhalt rechts vom Kopf, wobei das
erste Symbol von v der Bandinhalt an der aktuellen Kopfposition ist.

Wie bereits erklart, betrachten wir ausschlielich Konfigurationen, bei denen
nur ein endlicher Teil des Bandes beschrieben ist. Formal identifizieren wir

w w
v=_WV= Ve =0..= 0 Vi .

b) Die Startkonfiguration von M fiir die Eingabe w € 3" ist die Konfiguration gow.

Dies bedeutet, dass sich die Maschine im Startzustand befindet, das Band mit dem Blanks
links, dann der Eingabe, und danach mit Blanks rechts gefllt ist, und der Kopf auf das
erste Symbol von w zeigt.

Falls der Input das leere Wort ¢ ist, ist die Startkonfiguration g, .

c) Die Transitionsfunktion 6 induziert eine Transitionsrelation zwischen Konfigurationen,
die wie folgt definiert ist:
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uagbv - uqga.cv,

uagbv - uacqv,

uagbv - uaqecv,
ugb - ucq
gbv - g _.cv,

fira,b,cer,q,q € Qu,ver:.

falls (q', ¢, L) € 8(q, b),
falls (g',c,R) € 6(g,b)und v # ¢,
falls (q', ¢, N) € 6(g, b),
falls (', c,R) € 6(q, b),
falls (q', ¢, L) € 8(q, b).

Man sieht, dass die Transitionsrelation - genau die zuvor beschriebenen Schritte umsetzt.

Wir verwenden —=* um die reflexive, transitive Hiille von — darzustellen.

d) Eine Konfiguration u g v heil3t akzeptierend, falls sie in Q™" enthalten ist, also ein ak-

zeptierender Zustand erreicht wurde.

e) Eine Berechnungvon M auf Eingabe w € 3" ist die unendliche Sequenz von Konfiguratio-

nen

G=qW—->CG >0 >G>

die sich von der Startkonfiguration zu w aus ergibt, in dem man in jedem Schritt einen

Nachfolger beziiglich der Transitionsrelation - nimmt. Falls wir eine deterministische Tu-

ringmaschine betrachten ist der Nachfolger einer Konfiguration beziiglich - immer ein-

deutig.

Oftmals interessiert man sich nur fir einen endlichen Prafix ¢, —

. = ¢, einer Berech-

nung. Dies ist vor allem der Fall wenn die letzte Konfiguration des Prafixes akzeptierend

ist.

f) Die Sprache £(M) der Maschine M ist die Menge aller Worter w, so dass eine Berechnung

von der Startkonfiguration gow zu einer akzeptierenden Konfiguration existiert.

= {w € £ | M akzeptiert w} =

B) Varianten von Turing-Maschinen

Mehrband Turing-Maschinen

{(wez"|gow->"ug'ver Qf}.

Bisher haben wir nur Turing-Maschinen mit einem einzigen Band betrachtet. In vielen Fallen

gestaltet sich die Konstruktion einer Turing-Maschine zu einem gegebenen Problem aber

wesentlich leichter, wenn wir mehr als ein Band zur Verfligung haben.
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1.7 Definition
Sei k € N, k > 0. k-Band-Turing-Maschinen sind analog zu Turing-Maschinen definiert, aller-
dings haben sie k Bander und einen Kopf pro Band. Dementsprechend hat die Transitions-
funktion nun die Signatur

5:Qx T = Qx Fkx{L,R,N}k,

fur deterministische Mehr-Band-Turing-Maschinen bzw.
5:Qx T > PQxT“x{LR N},

fur nicht-deterministische Mehr-Band-Turing-Maschinen. Die Maschine liest in jedem Schritt
auf jedem Band die Zelle an der aktuellen Kopfposition, modifiziert diese Zellen und kann
die Kopfe unabhangig voneinander bewegen.

In der Initialkonfiguration einer solchen Maschine sind alle Bander bis auf das erste leer,
d.h.gefulltmit ... ...

Auch wenn Mehr-Band-Turing-Maschinen auf den ersten Blick machtiger als die Ein-Band
Variante erscheinen, lassen sich, wie wir hier zeigen, mehrere Bander mithilfe von nur einem
simulieren.

1.8 Lemma: Bandreduktion

Zu jeder k-Band-Turing-Maschine M, gibt es eine Turing-Maschine M, die M, effizient simu-
liert. Insbesondere gilt £(M,) = L£(M). Falls M, deterministisch ist, dann ist auch M determi-
nistisch.

Beweis:

M simuliert einen Schritt von M, durch eine Sequenz von Schritten. Die Idee hierbei ist, den
Inhalt der k Bander von M, in einem einzigen Band zu speichern. Wir stellen uns vor, dass
dieses eine Band in 2k Spuren unterteilt ist. Formal ist das Bandalphabet

M= x{x -} usu{_},

wobei I hierbei das Bandalphabet von M, ist. Die (2¢ — 1)-te Komponente eines Buchstaben in
[" speichert den Inhalt des ¢-ten Bandes. Die (2¢)-te Komponente, die ein Element von {*, —}
ist, wird verwendet, um die Kopfposition von M, auf dem ¢-ten Band durch * zu markieren.
Dies ist notwendig, weil M, die Kopfe auf jedem Band unabhangig voneinander bewegen
kann. Es gibt genau ein Vorkommen von * in der 2¢-ten Spur, die anderen Eintrage sind —.
Die folgende Abbildung illustriert die Konstruktion.
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Ein Schritt von M, wird von M wie folgt simuliert: M beginnt links beim Symbol ... Hiermit ist
wirklich das Symbol _. € ' gemeint, nicht ein Vektor, der als Eintrdge _, hat. M bewegt ihren
Kopf nach rechts tber das Band, bis sie das erste Symbol _, also den rechten Rand, findet.

Auf dem Weg dahin sammelt M die k Symbole, die sich an den jeweiligen Kopfpositionen
befinden und speichert sieim Kontrollzustand. Dies ist moglich, weil diese Symbole wie zuvor
besprochen markiert sind.

Sobald M diese Symbole gespeichert hat, kann sie eine Transition von M, simulieren. Hierzu
bewegt sie den Kopf zuriick zum Anfang und macht dabei die entsprechenden Anderungen
am Bandinhalt, die den Anderungen der Kopfpositionen und Bandinhalten der Transition
von M, entsprechen.

Sobald M wieder links angekommen ist, wechselt M in den entsprechenden Kontrollzustand
von M. [
Alphabetsreduktion

Reale Computer arbeiten mit Binarzahlen bzw. mit Strings tiber dem Alphabet {0, 1}. Man
kann auch Turing-Maschinen entsprechend beschranken.

1.9 Theorem: Alphabetsreduktion
SeiM=(Q,Z,T, &, qy) eine TM. Es gibt eine Abbildung

bin: ™" - {0, 1}"
und eine TM Mbin = (Q’7 {07 1}7 {07 1a $> ‘—‘}a 6’7 q;J) mit

*

weLM)cx gdw. bin(w) € L(My) € {0,1}" .

Wenn M ein Entscheider ist, dann ist auch M,;, ein Entscheider.

Beweisskizze:
Wir ordnen jedem Zeichen aus I' eine Binarkodierung zu. Hierzu benétigen wir k = [log, |
Bits pro Symbol.

11
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Um einen Schritt von M zu simulieren, verhalt sich My, wie folgt:

« Lese die k Bits ab der aktuellen Kopfposition und speichere sie im aktuellen Kontrollzu-
stand.

(Beachte, dass sich beschrankte Worter im Kontrollzustand speichern lassen!)

« Wahle die passende Transition von M flir den aktuellen Kontrollzustand und das durch
die k Bits codierte Symbol aus.

+ Gehe zuriick und ersetze dabei die k Bits durch die Kodierung des neuen Bandsymbols.

« Bewege den Kopf um k Bits nach links oder rechts, um die Kopfbewegung von M zu

simulieren.

« Andere den Kontrollzustand.

Turing-Maschinen mit einseitig unendlichem Band

Wir haben bisher nur Turing-Maschinen betrachtet, die sowohl links als auch rechts unend-
lich viel Platz auf dem Band haben. Man kann aber beweisen, dass es schon ausreicht wenn
das Band nur in eine Richtung unendlich ist. Mit anderen Worten, Turing-Maschinen, deren
Band/Bander nur in eine Richtung unendlich viel Platz zur Verfligung haben sind genauso
machtig wie die TMs mit beidseitig unendlichem Band.

1.10 Definition
Turing-Maschinen mit rechts unendlichem Band sind weitestgehend definiert wie Turing-
Maschinen mit beidseitig unendlichem Band, mit folgenden Ausnahmen.

- Das Bandalphabet enthalt ein zusatzliches Symbol $ € T, den (linken) Endmarker, mit
S¢é¢xund$ # .

- Der Endmarker darf weder nach links Giberschritten werden, noch darf er Giberschrie-
ben werden.
VgeQVq €Q:6(q,%) =(q,%,R)

- Die Startkonfiguration bei Eingabe w € X" ist go$w, wenn g, der Startzustand ist. Der
Kopf zeigt also bei der Startkonfiguration auf den Endmarker.

Insbesondere sind die Sprache von TMs mit rechts unendlichem Band analog definiert wie
bei TMs mit beidseitig unendlichem Band.

12



1. Kontextsensitive Sprachen

Wie bereits erwahnt, fihrt die Einschrankung nur einseitig unendliche Bander zu verwenden
nicht dazu, dass weniger Sprachen erkannt werden kénnen. Das zugehdrige Lemma ist dem
Leser als Ubung uiberlassen.

1.11 Lemma
Zu jeder TM M, mit beidseitig unendlichem Band gibt es eine TM M mit rechts unendlichem
Band, die M_, effizient simuliert. Insbesondere gilt £L(M.,) = L(M).

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Die Einschrankung auf rechts unendliche Bander wird in Beweisen weiter hinten im Skript
nutzlich sein, siehe z.B. Kapitel [T0.

C) Korrespondenz von linear-beschrankten Automaten und

kontextsensitiven Sprachen

Fir die Charakterisierung der kontextfreien Sprachen definieren wir Turing-Maschinen, wel-
che nur den Teil des Bands benutzen, auf dem die Eingabe steht (plus Endmarker links und
rechts).

1.12 Definition
Ein linear-beschrankter Automat (LBA) ist eine nicht-deterministische Turing-Maschine
M= (Q7 r7 2 U {$L7 $R}7 q07 67 QF)

Anstatt der Blank-Symbole stehen nun der linke Endmarker $; und der rechte Endmarker $;
links bzw. rechts von der Eingabe auf dem Band. Mit den Endmarkern fiihren wir noch zwei
Einschrankungen ein.

1. Der linke (rechte) Endmarker darf nicht nach links (rechts) Giberschritten werden, d.h.
Vq € Q :$ (ql7 $L7 L) € é(qv $L) und Vq € Q 335 (qla $R7 R) € 6(q7 $R)

2. Die Endmarker diirfen nicht Giberschrieben werden, d.h. Vg € Q :A (¢, a,d) € 6(q, ;)
undVqge Q:A(q,a,d) € b(q,Sg)furaerl,$, #a+ Szundd € {L,R,N}.

Die Sprache eines linear beschrankten Automaten ist die Menge aller Worter w, so dass ei-
ne Berechnung, gemal der beiden Einschrankungen, von der Startkonfiguration g,$,w$; zu
einer akzeptierenden Konfiguration existiert.

LM)={weZ"|ge$wsp > ug'ver Qr}.

13
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1.13 Bemerkung

Ein Band-Kompressions Resultat aus der Komplexitatstheorie zeigt dass man mit linearem

Platz (in der GroBe des Eingabewortes) auf dem Band die gleiche Berechnungsmachtig-

keit hat wie nur mit dem Platz des Eingabewortes. Wir kénnen also bei den Berechnungen

von LBAs linear viel Platz in der GroBe des Eingabewortes auf dem Band verwenden. Daher

kommt auch der Name der linear-beschrankten Automaten.

Folgendes Theorem zeigt dass die LBA-akzeptierten Sprachen genau die kontextfreien Spra-

chen sind.

1.14 Theorem: Kuroda 1964
Eine Sprache £ < X" wird von einem LBA akzeptiert gdw. sie kontextsensitiv ist.

Beweis:

: "
n

Es sei eine kontextsensitive Sprache £ = L(G) durch eine Typ-1-Grammatik
G = (N, %, P,S) gegeben. Wir geben einen LBA M an, welcher £ akzeptiert.

Die Eingabe des LBA ist ein Wort w € X" (mit Endmarkern $,, $z links und rechts
von w). Die Idee des Beweises ist die Produktionen der Grammatik rickwarts mithil-
fe der Turing-Maschine zu simulieren bis das Startsymbol S gefunden wurde. Dazu
wahlt der LBA nicht-deterministisch eine Produktion a — 8 € P aus und sucht nicht-
deterministisch ein Vorkommen von 3 auf dem Band aus. Dann wird das Vorkommen
von 3 auch dem Band durch a ersetzt. Falls |a| < |B|, werden Buchstaben nach links
kopiert um Liicken zu schlieBen. Wird durch diesen Schritt S erreicht, halt die Turing-
Maschine und akzeptiert. Ansonsten wird die beschriebene nicht-deterministische Pro-

zedur wiederholt.

Aufgrund der Lange-erhaltenden Eigenschaft der Produktionen (|8| = |a|), benétigt
die Turing-Maschine nicht mehr Platz auf dem Band als durch die Eingabe w gege-
ben. Dadurch verlassen wir den durch die Endmarker beschrankten Platz auf dem Band
nicht.

Esseiein LBAM = (Q,I,Z u {$,,5%:}, 90, 6, Qr) gegeben mit £ = L(M). Fur diese Rich-
tung des Beweises geben wir eine kontextsensitive Grammatik G an, welche mithilfe
der abgeleiteten Satzformen die Konfigurationen von dem LBA M simuliert. Falls das
als Eingabe fiir M gegebene Wort w von M akzeptiert wird, soll w aus den Satzformen
der Grammatik herleitbar sein. Da wir aufgrund der Lange-erhaltenden Eigenschaft der
Produktionen keine Symbole aus Satzformen 16schen kdnnen, dirfen die Satzformen
nicht langer als |w| werden. Dies wird uns aber durch die lineare Beschranktheit von M

garantiert.

14
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Technisch konstruieren wir G wie folgt. Die Nicht-Terminale sind Tupel
(acty, ay), (acty, a,), . . ., (act,, a,), wobei

act,, act, . .., act, den Inhalt des Bandes darstellt und
a;,a,, ...,a, das Eingabewort w des LBA.

Die Nicht-Terminale act; stammen aus dem Alphabet
A=A U(@xA)U({$, Sk} xQxT)

wobei A" := T U ({$,, Sz} x IN ist.

Betrachten wir beispielsweise die Konfiguration $;, x gy az Sz furx,y,z € I'a € %,
welche wahrend einer Berechnung von M mit Eingabewort w = abab auftritt. Diese
Konfiguration wiirde durch die Satzform

((31,%),a)-((g, ), b).(a, a).(($s, 2)., b)

dargestellt werden. Wir fassen dabei immer den linken Endmarker mit dem linkesten
Symbol auf dem Band (bzw. den rechten Endmarker mit dem rechtesten Symbol) so
dass die Lange der Eingabe w mit der Lange des Bandinhaltes tibereinstimmt.

Wir kdnnen nun einfach die Transitionen des LBAs mithilfe der Produktionen si-
mulieren, indem wir nur die aktuelle Konfiguration beachten. Falls zum Beispiel
(g, b,R) € 6(qg, a), erhalten wir die Produktion

((g,a),x).(c,y) = (b,x).((q,c),y) fa.ceTundx,y€ZX.

Fur die Randfalle, d.h. der Schreib/Lese-Kopf zeigt auf einen der Endmarker, sind Son-
derfalle n6tig welche wir uns hier kurz anschauen. Fiir den Rand benutzen wir

- (g, $.,a), um darzustellen dass der Schreibe/Lese-Kopf auf dem linken Endmarker
steht,

- ($,, g, a), falls der Kopf auf dem ersten Symbol auf dem Band steht,
- (q, Sz, a), falls der Kopf auf dem rechten Endmarker steht und

- ($,, g, a), falls der Kopf auf dem letztem Symbol auf dem Band steht.
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Die Produktionen, welche wir einflihren um die Transitionen des LBA zu simulieren, ha-
ben eine leicht abgedanderte Form im Vergleich zu den oben beschriebenen Produktio-
nen. Um beispielsweise (g, $;, R) € 0(q, $;) zu simulieren, erhalten wir die Produktion

((g,81,a),x) > ($,,9,a,x) fa.aelTundx€eX.

Die bisherigen Uberlegungen fiihren zu folgender Konstruktion der Typ-1- Grammatik
G = (N; %, P, S). Die Nicht-Terminal N sind gegeben durch N = {S, A} U (A x X). Die Nicht-
Terminale S und A verwenden wir, um die initiale Konfiguration des simulierten LBAs
zu bilden und die Nicht-Terminale aus (A x %) sind die Tupel, welche wir am Anfang des
Beweises beschrieben haben.

Die Produktionen der Grammatik sind gegeben durch

P={S—>A(($.a).a)|a€x}
U{A > A(a,a)|aeZ}
U{A - ((q0,%1,9).a) |a €5}
U Produktionen die M simulieren (siehe oben)
U{((gr,a),b) > b|a e g€ Qbex}
U{(($,gr,a),b) > b|S€{5,5},qr €Qr,ael, bex}
u{(a,b)>blaen bex}.

Die ersten drei Mengen an Produktionen erlauben es uns Satzformen abzuleiten, wel-
che die initiale Konfigurationen des LBAs M fiir alle moéglichen Eingabeworte w € **
nachbilden. Die vierte Menge haben wir bereits oben beschrieben. Diese Produktio-
nen dienen dazu, die Berechnung des LBAs zu simulieren. Wenn die (simulierte) Be-
rechnung eine akzeptierende Konfiguration erreicht, konnen wir mit den letzten drei
Mengen an Produktionen das Eingabewort w der Berechnung ableiten.

1.15 Bemerkung
Die Konstruktion ist analog, wenn wir die Lange-erhaltende Eigenschaft der Grammatik und
die Langen-Beschranktheit bei der Turing-Maschine fallen lassen.

1.16 Korollar
Die NTM-akzeptierten Sprachen sind genau die rekursiv aufzahlbaren Sprachen.
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D) Determinismus

Aus der Vorlesung ,Theoretische Informatik 1“ wissen wir bereits, dass deterministische und
nicht-deterministische endliche Automaten die gleiche Sprachen akzeptieren (Stichwort Po-
tenzmengenkonstruktion). Fiir deterministische Kellerautomaten ist bekannt, dass sie nur ei-
ne strikte Teilmenge der kontextfreien Sprachen, und damit der Sprachen, welche von nicht-
deterministischen Kellerautomaten erkannt werden, akzeptieren.

Dazu stellte Kuroda 1964 zwei Fragen.

(1) Sind die durch deterministische LBAs (DLBAs) akzeptierten Sprachen genau die Spra-
chen welche von den nicht-deterministischen LBAs (NLBAs) akzeptiert werden? Die
Antwort auf diese Frage ist noch offen!

(2) Sind die NLBA-Sprachen abgeschlossen unter Komplement?

Kuroda konnte zeigen, dass wenn (2) nicht gilt, dann auch (1) nicht gilt. Allerdings ist diese
Aussage nicht von Nutzen, da von Immermann und Szelepcsényi gezeigt wurde, dass die
NLBA-akzeptierten Sprachen tatsachlich unter Komplement abgeschlossen sind. Diesen Satz
zeigen wir in einer spateren Vorlesung.

Der folgende Satz zeigt, dass (unbeschrankte) deterministischen und nicht-
deterministischen Turing-Maschinen die gleiche Sprache akzeptieren.

1.17 Theorem
Eine Sprache £ wird von einer NTM M, akzeptiert gdw. £ von einer DTM M, akzeptiert wird.

Die Richtung < des Beweises ist trivial, da jede DTM insbesondere auch eine NTM ist.

Fur die andere Richtung des Beweises mussen wir eine DTM M, konstruieren, welche die Spra-
che unserer gegebenen NTM M, akzeptiert. Man kénnte auf die Idee kommen, den Satz mit
Hilfe der, aus ,Theoretische Informatik 1“ bekannten, Potenzmengenkonstruktion zu 16sen.
Dies wird allerdings nicht auf einfache Art und Weise funktionieren: Angenommen M; konn-
te zu einem Zeitpunkt entweder in der Konfiguration a g b oder in der Konfiguration b g' a
sein. In der Potenzmengenkonstruktion wiirden wir dies durch {a, b} {q, q'} {a, b} reprasen-
tieren. Nun scheint es, als wire a g' a eine Méglichkeit fir die aktuelle Konfiguration von M;,
dies ist allerdings nicht der Fall.

Ein besserer Ansatz ist es, M, so zu konstruieren, dass sie zu einer Eingabe w den Berech-
nungsbaum von M, zu w durchsucht. Ein Berechnungsbaum ist dabei wie folgt definiert.
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1.18 Definition
Sei M; eine NTM und w € =" eine Eingabe. Der Berechnungsbaum von M; zu w ist ein (po-
tentiell unendlich hoher) Baum, der induktiv wie folgt definiert ist:

« Die Wurzel des Baumes ist markiert mit der Konfiguration € g,Sw.

« Fur jeden Knoten des Baumes, der mit einer Konfiguration u g a.v markiert ist, hat der
Baum einen Kindknoten pro Element von 6(q, a), der mit der entsprechenden resultie-
renden Konfiguration markiert ist. Falls (g, a) = @, ist der Knoten ein Blatt.

Falls das Eingabewort w von der NTM M, akzeptiert wird, gibt es eine Berechnung, die nach
endlich vielen Schritten eine akzeptierenden Konfiguration erreicht. Dementsprechend gibt
es in dem Berechnungsbaum einen endlichen Pfad von der Wurzel zu einem Knoten, wel-
cher mit der akzeptierenden Konfiguration markiert ist. Dieser kann durch einen passenden
Suchalgorithmus gefunden werden.

Beim Durchsuchen des Berechnungsbaumes gibt es nun (mindestens) zwei Méglichkeiten:
Tiefensuche oder Breitensuche. Tiefensuche wird nicht das gewiinschte Resultat liefern, da
es unendlich lange Pfade in dem Berechnungsbaum geben kann, in denen sich die Tiefen-
suche verliert. Falls es gleichzeitig auch eine endliche akzeptierende Berechnung zu w gabe,
wirden wir diese mit Tiefensuche also eventuell nicht finden.

Unsere Simulation wird also eine Breitensuche im Berechnungsbaum implementieren.
Beweis des Theorems:
Wie bereits erwahnt ist die Richtung von rechts nach links trivial. Flir die andere Richtung

bemerken wir, dass es zu jeder Konfiguration von M; zwar eventuell mehrere, aber in jedem
Fall nur endlich viele Nachfolger gibt. Die Zahl der Nachfolger ist beschrankt durch

r = max max |6(qg, a)| .
geQ  ael

Jede Berechnung zu einer festen Eingabe, d.h. jeder Pfad im Berechnungsbaum, lasst sich
durch die Wahlen der Nachfolger, die in der Berechnung getroffen wurden, beschreiben.

Eine endliche Berechnung lasst sich somit durch eine endliche Sequenz von Zahlen in
{1,...,r} charakterisieren.

Betrachte beispielsweise folgenden Berechnungsbaum.
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7
AN
s

95) Crol

Hierbei haben wir die Wahlen der Nachfolger an die Kanten geschrieben, dies ist eigentlich
nicht Bestandteil des Berechnungsbaums. Die rot markierte Berechnung entspricht der Se-
quenzr2.t €{1,...,r}".

Beachte, dass nicht jede Sequenz aus {1, ..., r}" einer validen Berechnung entspricht, da es
zum Teil weniger als r Nachfolger gibt.

Wir konstruieren nun die deterministische Turing-Maschine M, mit 3 Bandern. Wie wir in Lem-
ma [1.8 gezeigt haben, kann man deterministische Turing-Maschinen mit mehreren Bandern
mit deterministischen Ein-Band-Turing-Maschinen simulieren.

1. Auf dem ersten Band steht die Eingabe w. Diese wird im Laufe der Berechnung nicht ver-

andert.
2. Auf dem zweiten Band wird eine Sequenz aus {1, . .., r}" gespeichert.
M, wird alle Sequenzen aus {1, . .., r}* der Reihe nach auf eine systematische Art und Wei-

se erzeugen:
+ Sequenzen werden mit aufsteigender Lange generiert.

« Innerhalb derselben Lange werden die Sequenzen gemal lexikographischer Sortie-
rung generiert.

Die Reihenfolge der Sequenzgenerierungen ist also wie folgt:
1.2, ....r, 10,12, ..,01n,21,...,2r oo T oo 11

Dies entspricht einem Breitendurchlauf durch den Berechnungsbaum.
3. Das dritte Band wird zur Berechnung genutzt.

Pro Sequenzs € {1,...,r}" auf dem zweiten Band arbeitet M, die folgenden Schritte ab:
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+ Leere das dritte Band (indem der Inhalt mit Blanks iberschrieben wird).
- Kopiere die Eingabe vom ersten auf das dritte Band.
- Simuliere M, fir |s| Schritte, das hei3t einen Schritt pro Eintrag in s.

Hierbei werden die Eintrdge von s genutzt, um den Nichtdeterminismus aufzuldsen. Sei
si € {1,...,r} deri-te Eintrag von s, dann wird M, im i-ten Schritt den s;-ten Nachfolger
auswahlen.

« Falls bei der Simulation eine akzeptierende Konfiguration von M, angetroffen wird, ak-
zeptiere.

Wenn es eine Sequenzs € {1,...,r}" gibt, welche zu einer akzeptierenden Berechnung von
M, auf Eingabewort w fiihrt, dann wird diese Sequenz auch auf Band 2 generiert. Die Simula-
tion mithilfe dieser Sequenz flihrt dann zu einer akzeptierenden Konfiguration von M; und
damit akzeptiert auch M, das Wort w. Falls es keine solche Sequenz gibt, akzeptiert M, das
Wort w auch nicht.

1.19 Bemerkung
Diese Konstruktion klappt nicht fiir LBAs. Weil die Sequenzens € {1, ..., r}" sehrlang werden
konnen, wird die lineare Beschranktheit der LBAs moglicherweise verletzt.
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2. Der Satz von Immermann & Szelepcsényi

Mit dem Satz von Immermann & Szelepcsényi konnte die zweite Frage von Kuroda positiv
beantwortet werden. Die kontextsensitiven Sprachen sind tatsachlich abgeschlossen unter
Komplement.

Das Resultat wurde unabhangig 1988 und 1987 von Neil Immermann, einem Professor an
der University of Massachusetts Amherst, und von Robert Szelepcsényi, einem Studenten in
Bratislava, gezeigt. Beide erhielten flir den Satz 1995 den Godel-Preis. Das Resultat fihrte die
fundamentale Technik des induktiven Zahlens in die Komplexitatstheorie ein.

2.1 Theorem: Immermann & Szelepcsényi, 1988 &1987
Wenn eine Sprache £ ¢ 3" kontextsensitiv ist, dann ist auch ihr Komplement £ kontextsen-
sitiv.

Sei also £ = L(G) fur eine Typ-1-Grammatik G = (N, Z, P, S). Um die Aussage zu beweisen,
konstruieren wir einen NLBA, welcher ein Eingabewort w € X" akzeptiert, falls es keine Ab-
leitung S =¢ win der Gammatik G gibt.

Wir reduzieren dieses Problem auf Unerreichbarkeit in einem Graphen, also ob ein gegebe-
ner Knoten in dem Graphen von einem festgelegten Startknoten nicht erreichbar ist. Daftir
betrachten wir den Graph Graph,,, welcher wie folgt definiert ist.

2.2 Definition

Der Ableitungsgraph Graph,,, zu einer Grammatik G = (N,X,P,S) und einem Wort w € X*
hat als Knotenmenge die Menge der Satzform der Lange < |w| und die Kanten sind durch
die Ableitungsrelation =5 der Grammatik gegeben. Formal haben wir

Graphy, = (EUN)™, {(a.B) | a =¢ B)).
Per Definition des Ableitungsgraphen Graph,,, zu G und w, gilt folgende Aussage.
Es gibt keine Ableitung S =¢ w gdw. es keinen Pfad von S zu win Graph,,, gibt.
Der Kern des Beweises ist es also zu zeigen, dass man Unerreichbarkeit in einem Graphen
exponentieller GroBe (in |w|) mit einer nicht-deterministischen, linear-beschrankten Turing-
Maschine I6sen kann. Man bemerke, dass, aufgrund des Band-Kompressions Resultats, wel-

ches wir kurz in der letzten Vorlesung angesprochen haben, wir linear viel Platz (in |w|) auf
dem Band verwenden kénnen.
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2. Der Satz von Immermann & Szelepcsényi

Zusammenfassung der bisherigen Einsichten

« Wir wollen einen nicht-deterministischen Algorithmus (bzw. eine NTM) konstruieren,
welcher gegeben einem Graphen G = (V, -) (in unserem Fall Graph,) und zwei Kno-
ten s (hier das Startsymbol S) und t (hier w) entscheidet, ob es keinen Pfad von s nach t
in G gibt.

« Unser Algorithmus darf auBerdem nur logarithmisch viel Platz in der GréBe von G auf
dem Band verbrauchen. Dies garantiert uns dass unsere konstruierte NTM auch ein
NLBA ist. In unserem Fall bedeutet logarithmisch viel Platzin der Gré8e von G zu haben,
dass man linear viel Platz in |w| hat.

Diese Aussage gilt da Graph,,, (|N|+|Z|+1 )'W| = " viele Knoten und damit héchstens
(")? = " viele Kanten hat. Logarithmisch viel Platz in der GréRe von G bedeutet
also

log(c™™') = 2log(c)|wl,
was linear in |w| ist.
Idee des Algorithmus

Eine naive Idee ware, alle von s aus erreichbaren Knoten aufzuzahlen und zu tGberpriifen, dass
t sich nicht darunter befindet. Zu Uberpriifen, ob ein einzelner Knoten erreichbar ist, wie wir
in Kiirze sehen werden, mit einem NLBA mdglich. Alle solchen Knoten zu speichern kostet
allerdings mehr als logarithmisch viel Platz.

Der Beweis 16st dieses Problem indirekt, indem er den Algorithmus in zwei Teile zerlegt.

1. Nehmen wir zundchst an, die Anzahl N aller von s aus erreichbaren Knoten ware be-
kannt. (Diese Anzahl lasst sich mit logarithmischem Platz speichern.)

Wir zeigen, dass man unter diese Annahme mit Hilfe von Zahlen iberprifen kann, ob t
nicht erreichbar ist (mit einem nicht-deterministischen Algorithmus, welcher nur loga-
rithmisch viel Platz in |G| braucht).

2. Um diese Zahl N zu berechnen, verwenden wir induktives Zahlen: Wir berechnen die
Anzahl R(i) der in i-Schritten erreichbaren Knoten, unter der Annahme, dass wir R(i — 1)
kennen. Es gilt N = R(n), da jeder erreichbare Knoten durch einen einfachen Pfad er-
reicht werden kann.

Schritt 1: Nicht-Erreichbarkeit unter Verwendung von N

Wir gehen im folgenden davon aus, dass

N=[{veVv|s->"v),

22



2. Der Satz von Immermann & Szelepcsényi

die Anzahl der von s aus erreichbaren Knoten bereits bekannt ist.

2.3 Algorithm: unreach
unreach(g,s,t)
1: count :=0
: for Knoten vdo
Rate, ob v von s aus erreichbar ist
if Ja then
Rate einen Pfad von s nach vder Ldnge < n

‘ return false // Erreichbarkeit oder Pfad falsch geraten
end if

if v = t then

‘ return false // tist erreichbar
11: end if

12: count++ // Erreichbarer Knoten gefunden
13: end if

14: end for

15: if count # N then

16: ‘ return false // fir mindestens einen Knoten falsch geraten

2

3

4

5

6: if Falls das geratene kein gliltiger Pfad nach v ist then
7

8

9

0

17: else
18: ‘ return true // immer richtig geraten und t wirklich unerreichbar
19: end if

Der Algorithmus unreach lauft mit (nicht-deterministischem) logarithmischen Platz. Um in
Zeile 3vom Algorithmus die Platzschranke nicht zu verletzen, raten wir den Pfad knotenweise.
Es reicht also den aktuellen Knoten und die bisherige Lange des Pfades zu speichern, was
mit logarithmischem Platz moglich ist. Die Anzahl der von s aus erreichbaren Knoten und die
Variable count kdnnen hochstens so grol3 wie die Anzahl an Knoten n aus G sein. Binar kodiert
benotigen sie also hochstens log(n) viel Platz.

24 Lemma

Sei N initialisiert mit der Anzahl der von s aus erreichbaren Knoten. Es gibt eine Berechnung
zum nicht-deterministischen Algorithmus, die unreach(G, s, t) true zuriick gibt, genau dann
wenn es keinen Pfad von s nach t gibt.

Beweis:

Der Algorithmus kann nur dann true zurtickgeben, wenn wir genau die erreichbaren Knoten
als erreichbar raten:
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« Wenn wir einen unerreichbaren Knoten als erreichbar raten, schlagt die Verifikation
(Zeile 4 bzw. Zeile 7) fehl, egal welchen Pfad wir raten.

« Wenn wir zu wenige Knoten als erreichbar raten, schlagt die Uberpriifung der Anzahl
in Zeile 15 fehl.

Wenn t wirklich nicht erreichbar ist, dann gibt es eine Berechnung, namlich diese Berechnung,
die true zurtckgibt.

Angenommen es gibt eine Berechnung, die true zurtickgibt. Dann kann t nicht erreichbar
sein: Wir haben alle erreichbaren Knoten identifiziert, und t war nicht darunter, sonst hatten
wir in Zeile 9/10 false zurtickgegeben. ]

Schritt 2: Induktives Zahlen

Wir wollen die Zahl
R(i) = #{v € V| vin < iSchritten von s aus erreichbar }

berechnen, und zwar induktiv, d.h. unter der Annahme, dass R(i — 1) bekannt ist.
Man beachte:

- Esqilt R(n) = N, da jeder erreichbare Knoten auch mit einem einfachen Pfad (der insbe-
sondere Lange < n hat) erreichbar ist.

« Es qilt R(0) = 1, da nur s selbst mit einem Pfad der Lange 0 erreichbar ist.

- Jeder Knoten v, der in i Schritten erreichbar ist, ist Nachfolger eines Knotens u, der in
i — 1 Schritten erreichbar ist.

Unsere Idee ist also wie folgt: Wir zahlen alle Knoten v, die in hdchstens i Schritten erreichbar
sind, wie folgt: Firr jeden Kandidaten v gehen wir alle Knoten u durch, die in héchstens i — 1
Schritten erreichbar sind, und Gberprifen, ob u = v gilt oder ob v ein Nachfolger von u ist.

Das Problem hierbei ist, dass wir alle Knoten u nicht gleichzeitig speichern kdnnen. Wir ver-
wenden wieder die Idee aus dem ersten Schritt, um sicherzustellen, dass wir genau die Kno-
ten u, die in hochstens i — 1 Schritten erreichbar sind, auch als in < i — 1 Schritten erreichbar
raten.

Die folgende Grafik stellt diese Idee dar.
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Der blaue Bereich stellt die Knoten dar, die von s aus in héchstens i — 1 Schritten erreichbar
sind. Nehmen wir an, dass der Algorithmus gerade Uberpriifen mochte, ob v erreichbar ist. Er
sucht dann nach einem Vorganger, der in i— 1 Schritten erreichbar ist. Wenn der Algorithmus
nun u; betrachtet und den Pfad p korrekt rat, wird er feststellen, dass u, kein Vorganger von
v ist. Der Knoten u, ist auch in hochstens i — 1 Schritten erreichbar und hat eine Kante zu v.
Also ist vin i Schritten erreichbar, und der Algorithmus inkrementiert R(i).
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2.5 Algorithm: #reach

# reach(G,s)
R(0) =1 // Nur s selbst erreichbar in 0 Schritten.
fori=1,...,n do
R(i):=0 // Initialisierung

for alle Knoten vdo
// Wir wollen Uberpriifen, ob vin < i Schritten erreichbar ist.
// Wir finden alle Knoten u, die in < i — 1 Schritten erreichbar sind
// und Uberpriufen, ob v Nachfolger ist.
count:=0
for alle Knoten u do
Rate, ob u von s aus in < i — 1 Schritten erreichbar ist
if Ja then
Rate einen Pfad von s nach u der Lange < i — 1
if Falls das geratene kein giiltiger Pfad nach u ist then
‘ return false // Erreichbarkeit oder Pfad falsch geraten
end if
count + +
if u = voderu — vthen
R(i) + +
goto ndchste Iteration von v-Schleife
end if
end if
end for
if count # R(i — 1) then
‘ return false // Knoten falsch als unerreichbar geraten fiir ein u
end if
end for

end for
return R(n)

2.6 Lemma
#reach(G, s) berechnet fir jede Zahli € {0, .. ., n} korrekt R(i).

Beweis:
Beweis durch Induktion UGber i. Der Basisfall i = 0 ist klar.

Wie zuvor liefert die Berechnung nur dann nicht false, wenn in jedem Durchlauf genau die
erreichbaren Knoten u als erreichbar geraten werden. Im Durchlauf fiir Knoten v erhéhen wir
R(i) in so einer Berechnung genau dann um 1, genau dann, wenn v wirklich erreichbar ist.
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Genau dann gibt es namlich einen Vorganger von v, der in < i — 1 Schritten erreichbar ist.
O

Zusammenfassung

Um zu prifen ob t in G von s aus nicht erreichbar ist, fihren wir zuerst Algorithmus
# reach(g,s) aus um N, die Anzahl von s aus erreichbaren Knoten, zu berechnen. Danach fiih-
ren wir unreach(g,s,t) mit dem zuvor berechneten N aus. Beide nicht-deterministische Algo-
rithmen bendétigen nur logarithmisch viel Platz (in |G|) auf dem Band. Damit benétigt der
komplette Algorithmus nur O(log(|G|)) viel Platz. Wir haben am Anfang von diesem Kapitel
argumentiert, dass daraus die Existenz eines NLBA, der £ akzeptiert, folgt.
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3. Berechenbarkeit

In diesem Kapitel, mochten wir den intuitiven Begriff der berechenbaren Funktionen forma-

lisieren.

Das zugehorige Problem, das Berechnungsproblem, ist gegeben durch eine Funktion
f:M; - M,. Ziel ist, zu jedem Wert m € M, den Funktionswert f{m) € M, durch einen Al-
gorithmus zu berechnen.

Berechnungsproblem zu Funktion f

Gegeben: Wertm e M,
Berechne: Funktionswert f{m)

Im Folgenden wollen wir Turing-Maschinen nutzen, um Berechnungsprobleme zu I6sen. Wir
werden eine Funktion berechenbar nennen, wenn sie sich als Turing-Maschine implementie-
ren lasst.

Des Weiteren, fiihren wir die Begriffe der entscheidbaren/semi-entscheidbaren Eigenschaf-
ten, sowie der aufzahlbaren/rekursiv-aufzahlbaren Mengen ein.

Bereits in den 1930er Jahren waren Algorithmen bekannt um manchen Funktionen zu Be-
rechnen (z.B. Algorithmen fiir das Gaul3sche Eliminationsverfahren, Taylor und Newton Ap-
proximation, ...), allerdings gab es keine allgemeine Definition von Berechenbarkeit. Aber
ohne einen solchen Begriff ist es nicht moglich zu zeigen, dass manche Funktionen nicht
berechenbar sind. In dieser Hinsicht war Turings Definition erfolgreich, da sie scheinbar die
Intuition der Berechenbarkeit fassen kann. Diese Annahme ist, wie wir schon in einem vorhe-
rigen Kapitel gesehen haben, bekannt als Church-Turing-These.

Diese Annahme wird dadurch gestiitzt, dass alle bisher vorgeschlagenen Berechnungsmo-
delle sich auf die Turing-Maschinen reduzieren lassen. Ein paar Beispiele sind

« die primitiv rekursive & u-rekursive Funktionen (Kurt Godel 1965, Jacques Herbrand),
« das A-Kalkil (Alonzo Church 1933, Stephen C. Kleene 1935) und

- die Kombinatorische Logik (Moses Schonfinkel 1924, Haskell B. Curry 1929).
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A) Berechenbare Funktionen

Im Folgenden betrachten wir nicht bloB totale Funktionen, sondern auch partielle Funktio-
nen, Funktionen f: 37 - Y5, dienichtunbedingtzu allen Werten w € 37 einen Funktionswert
haben. Das heif3t, dass es erlaubt ist, dass f{w) undefiniert ist.

Intuitiv wollen wir eine solche Funktion f: X} =) Y5 berechenbar nennen, wenn es einen
Algorithmus gibt, der eine Eingabe w € 7 nimmt, und

- falls f{w) definiert ist, nach endlich vielen Schritten akzeptiert und f{w) ausgibt,
- falls {w) nicht definiert ist, nicht anhalt oder nicht akzeptiert.

Umgekehrt, berechnet jeder (deterministische) Algorithmus eine partielle Funktion.

3.1 Beispiel

Betrachte die Funktion : X7 -, %3 (fur beliebige %,,%,), die auf allen Werten undefiniert ist,
d.h. flw) = undefiniert fiir alle w € X7. Diese Funktion wird berechnet durch den folgenden
Algorithmus:

while true do
‘ skip
end while

3.2 Beispiel
Betrachte die Funktion f,;: N - N, mit

() 1 ,falls n ein Prafix der Dezimaldarstellung von 1 ist,
m n =
0 ,sonst.

Es gilt zB.f,(314) = 1,f,(5) = 0. Diese Funktion ist berechenbar, da es Algorithmen gibt, die
m auf beliebig viele Dezimalstellen approximieren. Sei n die Eingabe, und k die Lange der
Dezimaldarstellung von n.

Berechne 77, eine Approximation von 7, die auf k — 1 Nachkommastellen genau ist.
Vergleiche die erste Stelle von n mit 3 und die weiteren Stellen mit den Nachkommastellen
von 71,

Gebe 1 zurlick, falls der Vergleich erfolgreich ist, 0 sonst.

3.3 Beispiel
Sei nun die Funktion g,;: N = N, mit

) 1, falls n ein Infix der Dezimaldarstellung von 7 ist,
n)=
0 ,sonst.
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3. Berechenbarkeit

Es ist nicht bekannt, ob diese Funktion berechenbar ist. Der Trick aus dem vorherigen Bei-
spiel, wo wir 71 genau genug approximieren um die Frage zu beantworten, funktioniert hier
nicht. Falls n tatsachlich ein Infix von m ist, werden wir dies mithilfe eines Approximations-
Algorithmus feststellen kdnnen. Sollte dies allerdings nicht der Fall sein, haben wir keine Ab-
bruchbedingung die uns sagt, dass wir 77 lange genug approximiert haben und n definitiv
kein Infix von  ist.

Falls allerdings die unendlich vielen Ziffern von m zufallig verteilt sind, was bisher weder wi-
derlegt noch bewiesen werden konnte, enthilt 77 jedes Wort aus {0, ..., 9}" als Infix. In dem
Fall ist die Funktion g, berechenbar. Daflir definieren wir die Funktion g},, welche fir jede
Eingabe den Wert 1 ausgibt:

gr(n) = 1farallen € N.

3.4 Beispiel
Sei fonp: {0, 1} = {0, 1}" die (totale) Funktion, die wie folgt definiert ist:

0 ,fallsP = NP,
1 ,fallsP = NP.

flw) =

Man konnte vermuten, dass diese Funktion nicht berechenbar ist, da unbekannt ist, ob
P = NP gilt. Tatsachlich ist diese Funktion jedoch berechenbar - wir haben bloB3 verlangt,
dass es einen Algorithmus gibt, nicht dass wir ihn auch kennen.

Es ist leicht, zwei Algorithmen anzugeben, die unabhangig von der Eingabe konstant 0 bzw.
1 ausgeben. Einer dieser beiden Algorithmen berechnet f, wir wissen bloB3 nicht, welcher da-
von.

Man nennt eine Funktion effektiv berechenbar, wenn man den Algorithmus, der die Funkti-
on berechnet, konkret angeben kann. Analog nennt man ein Entscheidungsproblem effektiv
entscheidbar, wenn man den Entscheidungsalgorithmus fiir das Problem kennt.

3.5 Beispiel
Sei nun die Funktion h;: N - N, mit

1 ,falls 5...5 einInfix der Dezimaldarstellung von 7 ist,
L—.—Y__J
f(n) = n-mal
0 ,sonst.

Man kdnnte vermuten, dass, wie im Beispiel B.3, nicht bekannt ist ob diese Funktion bere-
chenbar ist. Aber aufgrund einer ahnlichen Argumentation wie im vorherigen Beispiel, kann
man zeigen, dass h,, tatsachlich berechenbar ist.

Es gibt zwei mogliche Falle.
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3. Berechenbarkeit

1. Fallsin der Dezimaldarstellung von 77 jedes Wort aus 5* vorkommt, dann definieren wir
die Funktion h;,, welche fiir jede Eingabe 1 zurtlick gibt.

2. Wenn dies nicht der Fall ist, dann gibt es eine Zahl ny € N, so dass alle 5er-Sequenzen
in T hochstens Lange ny haben. In diesem Fall, definieren wir folgende Funktion

) 1, fallsn < n,
x(n) =
0, sonst

Einer dieser beiden Falle wird zutreffen, also existiert ein Algorithmus der h,, berechnet.
Wir wissen nur nicht welcher von beiden der Richtige ist.

Fir das nachste Beispiel (und um zu zeigen, dass es nicht berechenbare Funktionen gibt),
bendtigen wir den Begriff der Abzahlbarkeit.

3.6 Definition

Eine Menge M ist abzdhlbar, wenn sie entweder leer ist oder es eine surjektive Funktion
f:N - M gibt. Mit anderen Worten muss es eine Aufzahlung f(0), f(1),f(2), ... (fir welche
nicht unbedingt einen Algorithmus existieren muss) geben, welche die Elemente von M auf-
zahlt. Dabei dirfen Elemente sich in der Aufzahlung wiederholen, die Funktion f muss nicht
injektiv sein.

3.7 Beispiel

Nun kann man sich die Frage stellen, ob eine analog zu f,, definierte Funktion f, fiir jede reelle
Zahl a € R berechenbar ist. Dies ist nicht der Fall: Es gibt Giberabzahlbar viele reelle Zahlen,
aber, wie wir gleich zeigen werden, nur abzahlbar viele berechenbare Algorithmen, und dem-
entsprechend nicht fiir jede reelle Zahl einen Approximationsalgorithmus.

Wir wollen nun den Begriff der Berechenbarkeit mit Hilfe von Turing-Maschinen formalisie-
ren. Dazu modifizieren wir die Definition der Turing-Maschinen, so dass sie nun Funktionen
berechnen anstatt Sprachen zu akzeptieren.

3.8 Definition

Seif:3; - ¥ eine partielle Funktion. Wir nennen f (Turing-)berechenbar, wenn es eine de-
terministische Turing-Maschine M = (Q, %,, T, go, 6, Q¢) gibt, so dass fiir jeder Eingabe w € 57
gilt dass

f(W)=W’EZ; gdW qOW_)*\_I\_quWI\_I\_l,

wobei g; € Q. Hierbei nehmen wir an, dass 2, € I im Bandalphabet ist, und .. nichtin X,

vorkommt.
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3. Berechenbarkeit

Fir partielle Funktionen f: N -, N, sagen wir dass f Turing-berechenbar ist, falls fir jede
Eingabe n,, ..., n, € N gilt dass

finy,....,n) =n €N gdw qobin(n,)# ... #bin(n,) =" ... _gsbin(n) _..._.
wobei g € Qr und bin(n) die Binardarstellung (ohne flihrende Nullen) von n ist.

3.9 Bemerkung

« Wir haben in einer friiheren Vorlesung bereits bewiesen, dass man nicht-
deterministische Turing-Maschinen determinisieren kann. Daher ist die Verwendung
von DTMs in der vorherigen Definition keine Einschrankung (man konnte auch NTMs
verwenden). Allerdings ist, im Hinblick auf Funktionen, die Verwendung von DTMs
naturlicher.

« Wir kdnnen annehmen, dass die Turingmaschine weder ihren Zustand noch ihre Kopf-
position andert nachdem ein akzeptierender Zustand erreicht worden ist. Dies ist der
Fall, da fir die Akzeptanz einer Turingmaschine die Erreichbarkeit einer akzeptieren-
de Konfiguration ausreicht. Wir sagen dann, dass die Turingmaschine halt oder stehen
bleibt. Im Gegensatz dazu sagen wir, dass die Turingmaschine stecken bleibt, wenn
sie in einem nicht-akzeptierenden Zustand keine passende Transition zur Verfligung
hat.

- Falls die Funktion £: 57 —, %3 undefiniert auf einer Eingabe w ist, dann darf die zuge-
horige TM auf der Eingabe w keine Konfiguration der Form, wie sie in der Definition
beschrieben ist, erreichen. Die TM muss also

- stecken bleiben (was nicht moglich ist wenn wir eine DTM vorliegen haben) oder
- unendlich lange loopen oder

- in einer Konfiguration stehen bleiben die nicht Beschreibung oben entspricht.

3.10 Beispiel
Die Funktionen f, f,,, foxp, h,; sind alle Turing-berechenbar.

Wir wollen nun zeigen, dass es auch Funktionen gibt, welche nicht-berechenbar sind. Fiir
diesen Beweis bendétigen wir aber zuerst folgendes Resultat.

3.11 Lemma
Es gibt abzahlbar viele Turing-Maschinen.
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3. Berechenbarkeit

Beweis:
Hierzu nehmen wir O.B.d.A. (ohne Beschrankung der Allgemeinheit) an, dass die Turing-
Maschinen der Form (Q, X, T, g,, 6, Q) fur

Qz{quQh--ka}

und
r:ZU{ao,...,am,s,u}

sind. Diese Annahme ist dadurch gerechtfertigt, dass die von der Maschine akzeptierte Spra-
che, flir welche wir uns interessieren, nicht von den Namen der Kontrollzustande und der
Bandsymbole abhangt. Wir kdnnen jede beliebige Maschine durch Umbenennen der Sym-
bole in die gewlinschte Form Uberfiihren, ohne ihre Sprache zu verandern.

Man beachte, dass es fiir fixierte Zahlen k, m nur endliche viele Maschinen gibt, denn es gibt
nur héchstens (k +2)° - (|| + 2 + m)* - 2 Mdglichkeiten fiir die Transitionsfunktion 6.

Wir zahlen nun alle Turing-Maschinen (der entsprechenden Form) auf, in dem wir das Can-
tor'sche Diagonalverfahren verwenden. Dieses sollte aus dem Beweis, dass Q abzahlbar ist,
bekannt sein.

Wir laufen - wie in der Grafik angedeutet — schlangenlinienférmig durch die Tabelle, die ei-
nen Eintrag pro Kombination aus m und k hat (und dementsprechend nach rechts und nach
unten unendlich ist). Dabei treffen wir jede Zelle (k, m) € N* genau ein Mal.

Wir erhalten unsere gewtiinschte Abzahlung aller Turing-Maschinen, indem wir jedes Mal,
wenn wir eine Zelle (k, m) treffen, die endlich vielen Turing-Maschinen fiir dieses k und dieses
m aufzahlen.
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3. Berechenbarkeit

Wir haben nun bewiesen, dass die Menge der Turing-Maschinen abzahlbar ist, es gibt nun
also eine Abzahlung My, M;, M,, .. ., in der jede Turing-Maschine vorkommt. O

3.12 Theorem
Es seien X, ¥, beliebige Alphabete. Es gibt nicht-berechenbare Funktionen f: 7 -, 5.

Beweis:

Der Einfachheit halber beschranken wir uns auf Funktionen N —, N (die wie oben erklart
codiert werden kénnen). Der Beweis lasst sich auch fir beliebige Alphabete fiihren.

Wir verwenden in diesem Beweis, dass es unabzahlbar viele Funktionen, aber nur abzahlbar
viele Turing-Maschinen gibt. Um einen Widerspruch zu erhalten nehmen wir an, dass jede
Funktion f:N -, N berechenbar ist.

Sei My, M;,M,, ... eine Abzahlung aller Turing-Maschinen, die die Anforderungen aus der
Definition von ,berechenbar” erfillen, und seien fy, f;,f,, . .. eine Abzahlung der von ihnen
berechneten Funktionen. (Beachte: f; = f; fur i # jist mdglich und erlaubt.)

Wir konstruieren nun eine Funktion f:N — N, und beweisen, dass diese nicht berechenbar
ist. Wir definieren

0 , falls f,(n) undefiniert ist,

fln) =

fo(n)+1 ,sonst.
Angenommen fware berechenbar.Dafy, f;, f,, . . . eine Abzahlung aller berechenbaren Funk-
tionen war, gibt es dann einen Index m € N mit f = f,,. Nun stellen wir allerdings fest, dass
sich die Funktionswerte von f und f,, fir den Wert m unterscheiden. Falls f,,(m) undefiniert

ist, ist fim) definiert. Falls f,,(m) definiert ist, gilt im) = f,,(m) + 1  f,,(m). H

Wir kdnnen das Beweisverfahren graphisch als eine in beide Richtungen unendlich gro3e
Tabelle darstellen. Hierbei haben wir eine Spalte pro Funktion f; und eine Zeile pro natirliche
Zahlj. In der Zelle (j, i) ist nun der Funktionswert f(j) eingetragen.

3.13 Beispiel
Die Tabelle konnte zum Beispiel wie folgt aussehen.

fo f, f, f; fa
0 2 4 0  undef.
1 1 100 0 1
21106 0 5 0 4
3 2 undef. 0 9
41 17 3 3 115 0
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3. Berechenbarkeit

Man sieht, dass sich die wie im Beweis konstruierte Funktion f auf der Diagonalen von allen
Funktionen f; unterscheidet, es gilt f{i) # f,(i). Daher hei3t das obige Beweisverfahren Dia-
gonalisierung. Es sollte vom Beweis des Theorems das besagt, dass die reellen Zahlen nicht
abzahlbar sind, bekannt sein. Wir werden Diagonalisierung im Laufe dieser Vorlesung noch
mehrfach verwenden.

B) Entscheidbarkeit

Wir wollen nun den Begriff der Berechenbarkeit auf Sprachen, also Mengen von Worten, zu-
schneiden.

3.14 Definition
Eine Menge A ¢ Y* (oder A € N) ist entscheidbar, wenn die totale charakteristische Funktion
Xa VOn A

XA : z* - {071}
1 ,fallsweA,
w (=g
0 , sonst.

berechenbar ist.

Eine Menge A ¢ X" ist semi-entscheidbar, wenn die partielle/halbe charakteristische Funkti-
on x, von A

Xa © X =, {1}
1 , fallsw € A,
w g
undefiniert , sonst.

berechenbar ist.

3.15 Bemerkung
In der Literatur werden Sprachen

A ={w e =" | werfiillt die Bedingung fiir A}

oft Entscheidungsprobleme genannt und damit wie folgt ausgedrickt.

Entscheidungsproblem zu Menge A

Gegeben: Wortw e 3"

Berechne: Erfillt w die definierende Bedingung von A?

35



3. Berechenbarkeit

Da wir bei Entscheidungsproblemen eine Eigenschaft priifen, wird in der Literatur manchmal
der Begriff Entscheidbarkeit/Semi-Entscheidbarkeit fiir Eigenschaften (Bedingungen, Pradi-
kate) verwendet.

Eine Sprache ist also entscheidbar, wenn es einen Algorithmus (DTM/NTM) gibt, welcher auf
jeder Eingabe, sowie bei jeder Berechnung halt und das richtige Ergebnis ausgibt.

v

w —| Algorithmus <
X

Eine Sprache ist semi-entscheidbar, wenn es einen Algorithmus gibt, welcher auf Ja-

Instanzen immer halt und das richtige Ergebnis ausgibt. Auf einer Nein-Instanz, kann der Al-
gorithmus loopen, stecken bleiben oder in einer Konfiguration stehen bleiben, welche nicht
Definition 3.8 entspricht.

v

w ——| Algorithmus L

Wenn wir also eine Eingabe w haben, fiir die wir bereits wissen, dass w € A gilt, kdnnen wir
dies verifizieren, indem wir den Algorithmus M auf Eingabe w simulieren: Die Berechnung
wird nach endlich vielen Schritten akzeptieren und 1 ausgeben. Wenn wir eine Eingabe w ¢ A
haben und M simulieren, kann einer der oben beschriebenen Fille auftreten.

Das bedeutet, dass fiir eine Eingabe w € Y*, Uber die wir noch nichts wissen, lasst sich w € A
nicht durch Simulation entscheiden: Falls M nach endlich vielen Schritten anhalt, wissen wir
ob w € A qilt, falls M nicht anhalt, wissen wir jedoch nicht,

« ob die Berechnung in der Zukunft noch anhalten wird, und wir blo8 noch nicht genu-
gend viele Schritte simuliert haben, oder

- ob die Berechnung niemals halten wird.

Die Turingmaschine, welche wir in Kapitel [T eingefiihrt hatten, sind also zunachst blof3 Semi-
Entscheider (die akzeptieren anstatt 1 auszugeben), also ein Algorithmus, mit dem man die
Ja-Instanzen in endlicher Zeit verifizieren kann, allerdings fiir beliebige Instanzen eventuell
unendlich lange simulieren musste.

Analog zu den entscheidbaren Mengen A, definieren wir nun Turingmaschinen, die auf allen
Eingaben und Berechnungen (fiir NTMs) halten und in einen akzeptierenden Zustand gehen,
falls die Eingabe w Element aus A ist und ansonsten einen abweisenden Zustand erreichen.
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3. Berechenbarkeit

3.16 Definition
Eine haltende/totale Turingmaschine oder ein Entscheider M ist ein Tupel

M = (Q, Z? F, do, 67 {qacca Qrej})

wobei Q, Z, T, g, und 6 wie in Kapitel [l definiert sind. Die Menge der Kontrollzustande Q
enthalt nun

« qo € Qist der Start- oder Initialzustand,
* Qacc € Qist der akzeptiertende Zustand und
* grj € Qist der abweisende Zustand mit goc # Gy

Die Konfigurationen und die Transitionsrelation (deterministisch/nicht-deterministisch) ei-
nes Entscheiders sind wie in Kapitel ] definiert.

Wir nennen
. Konfigurationen der Form uq,.v € I"QI'* akzeptierend und
- Konfigurationen der Form ug,,v € QI abweisend.

Die Sprache eines Entscheiders M ist definiert durch

LM)={wez"|gw >  uqu.ver Qri.

Wie bereits in B.9 angemerkt, kdnnen wir davon ausgehen, dass die Turingmaschine nach
Erreichen eines akzeptierenden oder abweisenden Zustandes weder ihre Kopfposition noch
ihren Zustand andern wird:

Va € r : é(qaco a) = (qacm av N) Und é(ql’ejv a) = (ql’eja av N) .

Aus diesem Grund nennen wir g, G, auch Haltezustande.

Analog dazu nennen wir akzeptierende und abweisende Konfigurationen haltende Konfigu-
rationen.

Der Hauptunterschied zu den in Kapitel [Tl definierten Turingmaschinen ist, dass ein Entschei-
der auf jeder Eingabe und in jeder Berechnung nach endlich vielen Schritten in einem der
Haltezustande halt.
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3. Berechenbarkeit

3.17 Bemerkung
Auch Semi-Entscheider, also die in Kapitel [I] definierten Turingmaschinen, kdnnen von der
Form

M = (Q, Z, ra Yo, 6a {qacca Qrej})

sein.Im Gegensatz zu den Entscheidern fordern wir aber nicht, dass jede Berechnungin einer
haltenden Konfiguration endet. Eine Eingabe w € X" wird akzeptiert, falls es eine Berechnung
auf w gibt, welche in einer akzeptierenden Konfiguration halt. Allerdings wird eine Eingabe
w € " nicht akzeptiert, falls jede Berechnung auf w entweder

1. in einer abweisenden Konfiguration halt, oder
2. unendlich lange loopt, oder
3. in einer nicht-haltenden Konfiguration stecken bleibt (falls keine passende Transition
zur Verfligung steht).
3.18 Bemerkung

Theorem [1.77, Lemma [1.§ und Lemma gelten auch fiir Entscheider.

+ Zu jedem nicht-deterministischem Entscheider M, gibt es einen deterministischen Ent-
scheider M', so dass L(M') = L(M) gilt.

+ Zu jedem Mehr-Band-Entscheider M, gibt es einen Ein-Band-Entscheider M, so dass
L(M) = L(M).

+ Zu jedem Entscheider M_, mit beidseitig unendlichem Band gibt es einen Entscheider
M mit rechts unendlichem Band, so dass £(M.,) = L(M).

3.19 Beispiel
Jede kontextsensitive Sprache £(G) ist entscheidbar.

Beweis:

In Kapitel [ haben wir einen Algorithmus angegeben, der das Wortproblem fiir kontextsen-
sitive Sprache |0st. Fir ein gegebenes Wort w, zahlen wir alle vom Startsymbol ableitbare
Satzformen der Lange < |w| auf. Befindet sich w darunter, akzeptiert der Algorithmus, an-
sonsten weist er ab. In jedem Fall terminiert der Algorithmus, da es eine obere Schranke fiir
die aufzuzahlenden Satzformen gibt. O

3.20 Theorem
Eine Sprache A € X" ist entscheidbar gdw. A und A semi-entscheidbar sind.

Beweis:
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3. Berechenbarkeit

"=" Klar.

"<" Es sei M, eine TM (Semi-Entscheider) fiir A und M5 eine TM fiir A. Wir konstruieren einen
Algorithmus, welcher A entscheidet und verwenden Church’s These um zu argumentie-
ren, dass man den Algorithmus in einen Entscheider fiir A Giberfiihren konnte.

Eingabe: w € 3*
fori=1,2,3,... do
if M, akzeptiert Eingabe w in hochstens i Schritten then
‘ return 1
end if
if Mz akzeptiert Eingabe w in hochstens i Schritten then
‘ return 0
end if
end for

]

Eine andere Herangehensweise an die Entscheidungsprobleme fiir Sprachen, ist es die Ele-
mente der Sprache aufzuzahlen anstatt zu entscheiden ob ein gegebenes Wort Element der
Sprache ist.

3.21 Definition
Eine Sprache A ¢ X" ist rekursiv aufzihlbar, wenn A = @ gilt, oder es eine totale, berechen-
bare Funktion N — 3 gibt mit

A ={f(0),A1),A2),...} ={fli)| i e N} .

Beachte, dass f{i) = f(j) fur i # j erlaubt ist.
Wir sagen, dass A von f aufgezahlt wird.

Eine Sprache A € X" ist rekursiv, falls sowohl A als auch A rekursiv aufzéhlbar sind.

In der Literatur werden die Begriffe rekursiv und rekursiv aufzahlbar fiir Sprachen und die
Begriff entscheidbar und semi-entscheidbar fiir Eigenschaften verwendet. Diese Unterschei-
dung ist kiinstlich und nicht notwendig.

3.22 Theorem
Eine Sprache A € X" ist rekursiv aufzihlbar gdw. sie semi-entscheidbar ist.

Beweis:
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3. Berechenbarkeit

: "
n

Die leere Menge ist durch eine Turing-Maschine, die im abweisenden Zustand q,,; star-
tet, sogar entscheidbar. Nehmen wir nun an, dass A eine nicht-leere Sprache ist, und
dass es eine Funktion N — X" wie gefordert gibt. Wir geben Pseudocode fiir einen
Semi-Entscheider fiir A an, der sich in eine Turing-Maschine tberfiihren lasst.

Eingabe:w € 3*
fori=0,1,2,...do
Berechne v = f{i).
Akzeptierte, falls v = w.
end for

Aufgrund der unendlichen for-Schleife lauft der Algorithmus eventuell unendlich lan-
ge. Beachte, dass das Berechnen von f{i) fur jedes i nur endlich viele Schritte dauert, da
wir angenommen haben, dass f total und berechenbar ist.

Sei w € I ein Wort. Falls w € A, dann gibt es einen Index n mit w = f(n), und der
Semi-Entscheider akzeptiert, sobald er diesen Index erreicht. Falls w ¢ A, dann gibt es
keinen solchen Index. Der Semi-Entscheider halt in diesem Fall nicht an.

Nehmen wir nun an, dass A rekursiv aufzahlbar ist. Falls A = @ ist nichts zu zeigen,
wir nehmen also an, dass A nicht-leer ist. Sei M eine Turing-Maschine mit A = L(M).
Wir missen einen Aufzahlungsalgorithmus f konstruieren, der Zahlen aus N entgegen-
nimmt und Worter aus A ausgibt. Der Algorithmus soll fiir jede Eingabe nach endlich
vielen Schritten halten, und zu jedem Wort w aus A soll es einen Index m geben mit

flm) = w.

Die Idee hierzu ist, dass wir die Wérter w € X mit den Berechnungsschritten von M
sverzahnen”.

Hierzu nummerieren wir die Worter durch, d.h. es sei wy, w;, w,, . .. eine Aufzahlung
aller Wérter in =*. Diese lasst sich erhalten, indem wir fiir jedes k = 1,2, ... die endlich
vielen Worter der Lange k aufzahlen (z.B. innerhalb der gleichen Lange lexikographisch
geordnet). Man kann eine totale, berechenbare Funktion g:N - X" mit g(i) = w; ange-
ben. Dies bedeutet, dass es zu jedem Wort w € X" eine Zahl i gibt mit g(i) = w.

Nun simulieren wir die Berechnung von M auf den Wortern wy, wy, w,, . . .. Dies tun wir
nicht Wort fur Wort (M ist nur ein Semi-Entscheider, eventuell halt M nicht an!), sondern
simultan fur alle Worter.
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3. Berechenbarkeit

Der folgende Algorithmus A implementiert dieses Verfahren.
fori=0,1,2,...do

forj=0,1,2,...,ido

Berechne j-tes Wort w

if M Eingabe w in hochstens i Schritten akzeptiert then

Gebe w aus
end if
end for

end for

Beachte, dass nur der Algorithmus zwar aufgrund der duBeren for-Schleife unendlich
lange lauft, allerdings fiir jedes i € N der Schleifenrumpf in endlicher Zeit abgearbeitet
werden kann: Die innere Schleife iteriert nur Giber endlich viele j, wir haben oben erklart,
dass w; berechnet werden kann, und die Simulation von M fiir i Schritte dauert auch nur
endlich lange.

Die Arbeitsweise des Algorithmus ist wie folgt: Fiir i = 0 simuliert der Algorithmus M
fur 0 Schritte auf wy, fir i = 1 simuliert der Algorithmus M fiir jeweils 1 Schritt auf w,
und w;, fir i = 2 simuliert der Algorithmus M fiir jeweils 2 Schritte auf wy, w;, w,, und
so weiter.

Die folgende Graphik reprasentiert dieses Verhalten. Die Spalten entsprechen Woértern,
die Zeilen den Schritten. Der Algorithmus arbeitet in Richtung der blasser werdenden
Zellen.

Wo Wi; Wy, W3 W,

r N W N = O

Beachte, dass A genau die Worter aus A ausgibt, denn zu jedem solchen Wort w = w;
gibt es auch eine Schrittzahl /', so dass M w; in i’ Schritten akzeptiert. Im Durchlauf fir
i=max{i'",j'} undj = j' wird der Algorithmus .4 das Wort w ausgeben. Wérter, die nicht
in A liegen werden von M nicht in endlich vielen Schritten akzeptiert.

Um nun den gesuchten Aufzahlungsalgorithmus f zu erhalten, zahlen wir im obigen
Algorithmus die Ausgaben mit. f(n) berechnet nun die n-te Ausgabe von A4, indem er
die vorherigen verwirft, und nach der n-ten Ausgabe anhalt.
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3. Berechenbarkeit

Eingabe:n e N
me0
fori=0,1,2,...do
forj=0,1,2,...,ido
Berechne j-tes Wort w;
if M Eingabe w in hochstens i Schritten akzeptiert then
mem+1
if m = nthen
Gebe w aus
Akzeptiere
end if
end if
end for

end for

3.23 Korollar
Eine Sprache A € X" ist rekursiv gdw. sie entscheidbar ist.

3.24 Korollar

Sei A ¢ =" eine Sprache. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:
1. Aist semi-entscheidbar.
2. Aist rekursiv aufzahlbar.
3. Es gibt eine TM M mit £L(M) = A.

4. Es gibt einen Aufzahlungsalgorithmus fiir A, d.h. A ist der Wertebereich einer totalen
berechenbaren Funktion f: N — A.

5. X, ist berechenbar.
6. Aist der Definitionsbereich einer partiellen berechenbaren Funktion g: X* - 5.
3.25 Bemerkung: Aufzahlbarkeit vs. Abzahlbarkeit

In dieser Bemerkung wollen wir den Unterschied zwischen Abzahlbarkeit und (rekursiver)
Aufzahlbarkeit klarstellen.

Eine Menge A heilst abzdhlbar, wenn A leer ist oder wenn es eine surjektive Funktion: N — A
gibt. Erinnerung: Surjektiv bedeutet, dass es zu jedem m € A einen Index i € N gibt mit
m = f(i). Injektivitat fordern wir dabei nicht, d.h. f{i) = f{j) flr i # j ist erlaubt. (Dies tun wir,
damit auch endliche Mengen gemal unserer Definition abzahlbar sind.)
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3. Berechenbarkeit

Eine solche Funktion f heilt auch Abzahlung von A, wir sehen f(0) als das erste, f(1) als das

zweite, usw. Element von A.

Wir haben bereits gesehen oder angemerkt, dass die Menge der reellen Zahlen, die Menge
der Sprachen A ¢ " und die Menge der (partiellen) Funktionen £ X7 — 35 (jeweils fiir belie-
bige fixierte Alphabete) nicht abzahlbar sind.

Intuitiv ist eine Menge abzahlbar, wenn sie hochstens so gro3 wie die natlirlichen Zahlen ist.
Jede endliche Menge sowie N, Z und Q sind abzahlbar.

Jede Sprache A ¢ X" ist abzahlbar:

. Die Menge aller Wérter in X* ist abzéhlbar, denn man kann die Wérter der Lange nach
sortiert, und innerhalb der selben Lange lexikographisch sortiert, abzahlen.

Beispielsweise fir X = {0, 1}:

nen \01234567 8 9 10 11 12
fln)e{0,1}* e 0 1 00 01 10 11 000 001 010 011 100 101

. Zu jeder abzdhlbaren Menge A ist auch jede Teilmenge A’ € A abzihlbar - man Uber-
springt beim Abzéhlen die Elemente, die nicht in A’ liegen.

Sei A" nicht-leer (leere Mengen sind nach Definition abzihlbar), und a € A’ ein beliebi-
ges Element. Sei f eine Abzdhlung von A. Wir definieren eine Abzihlung g von A" wie
folgt:

fin) ,fallsfin) € A',

g(n) =
a , sonst.

Durch Kombination der beiden Aussagen erhalten wir, dass A abzahlbar ist, in dem wir alle
Worterin ¥ abzahlen und dabei die Worter, die nichtin A liegen, Gberspringen. Beachte, dass
dies kein Widerspruch dazu ist, dass die Menge aller Sprachen nicht abzahlbar ist. (Analog fur
die natirlichen Zahlen: Jede Menge von natirlichen Zahlen ist abzahlbar, die Menge aller
solcher Mengen ist nicht abzahlbar.)

Gemal dem zuvor bewiesenen Satz ist eine Sprache (rekursiv) aufzahlbar, wenn es einen
Aufzahlungsalgorithmus fiir sie gibt. Dies ist eine echt starkere Eigenschaft: Wir fordern nun
nicht nur, dass es eine beliebige Abzahlung gibt, sondern auch, dass wir die Abzahlung als
Algorithmus implementieren konnen.

Nicht jede Teilmenge einer rekursiv aufzahlbaren Menge ist wieder rekursiv aufzahlbar, denn
die Sprache X" ist rekursiv aufzdhlbar (wie im Beweis oben erklart), allerdings gibt es Spra-
chen A € ¥*, die nicht semi-entscheidbar, und damit nicht rekursiv aufzihlbar sind.
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4. Unentscheidbarkeit, universelle Turing-Maschine,

Halteproblem & Reduktionen

In Kapitel B haben wir nicht-konstruktiv bewiesen, dass es nicht semi-entscheidbare Proble-
me geben muss. Nun wollen wir endlich konkrete Beispiele fiir nicht-(semi-)entscheidbare
Probleme kennen lernen. Wie wir in diesem Kapitel feststellen werden, handelt es sich hier-
bei um Verifikationsprobleme, also Probleme, bei denen entschieden werden soll, ob ein ge-
gebenes Programm eine bestimmte Eigenschaft hat. Dies bedeutet, dass die Eingabe des
Problems selbst eine Turing-Maschine ist.

In diesem Kapitel werden wir viele verschiedene Konzepte kennen lernen.

A) Da wir uns fiir Probleme interessieren, bei denen die Eingabe eine Turing-Maschine ist,
muissen wir zunachst zeigen, wie man solche Probleme als Wortprobleme auffassen kann.
Hierzu missen wir Turing-Maschinen als Wort kodieren.

B) Wenn wir nun ein solches Problem (semi-)entscheiden wollen, miissen wir eine Maschine
betrachten, die die Kodierung einer anderen Maschine als Eingabe erhalt. Nun liegt es
nahe, die kodierte Maschine zu simulieren. Wir zeigen mittels einer universellen Turing-
Maschine, dass dies moglich ist.

C) Nun konnen wir beweisen, dass zwei grundlegende Probleme, namlich das allgemeine
und das spezielle Akzeptanzproblem, unentscheidbar sind. Diese Probleme fragen da-
nach, ob eine als Eingabe vorliegende Turing-Maschinen auf einer bestimmten Eingabe
nach endlich vielen Schritten halt, oder ob ihre Berechnung unendlich lange lauft, ohne
zu halten. Fur den Beweis benétigen wir sowohl die universelle TM als auch das bereits
bekannte Prinzip der Diagonalisierung.

D) Wenn wir nun andere Probleme als unentscheidbar nachweisen wollen, méchten wir
nicht von vorne beginnen. Daher werden wir Reduktionen einfiihren, die es uns erlau-
ben, aus der Unentscheidbarkeit der Halteprobleme die Unentscheidbarkeit vieler ande-
rer Probleme zu schlussfolgern.

A) Kodierungen von Turing-Maschinen

Wir wollen Turing-Maschinen als Binarstrings, d.h. als Worter Giber dem Alphabet {0, 1}, auf-
fassen.

4.1 Definition: Kodierung von Turing-Maschinen
SeiM = (Q,X%,T,qo, 8, {Gacc: Grej}) €ine TM (fiir die TM aus Kapitel [l funktioniert die Konstruk-
tion analog).
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Wir gehen 0.B.d.A. davon aus, dass die Zustande und Symbole durchnummeriert sind:

Q= {qOJ"'vqn}J
r={ag,...,an}.
Hierbei gehen wir davon aus, dass g, der Startzustand, g1 = G G2 = Grj Und ag =

ist. Wir gehen davon aus, dass dann zunachst das Eingabealphabet Sigma kodiert ist, d.h.
> ={a,,...a} fureine Zahl k > 2.

Mit diesen Annahmen verbleibt es, die Transitionsfunktion 6 zu kodieren. Es sei

6(q;, aj) = (qr, a, d)

eine Abbildungsvorschrift gemal3 . Wir weisen ihr das folgende Wort zu:

Wi pa = #4tbin(i)#bin(j)#bin(i')#bin(j )#tbin(y) € {0, 1, #}" .

Hierbei ist bin(—) eine Funktion, die jeder naturlichen Zahl ihre Binardarstellung bin(n) zuord-
net,undy =0fallsd=L,y=1fallsd=Rundy =2, fallsd = N.

Um nun M zu codieren, schreiben wir alle Abbildungsvorschriften von 6 hintereinander.
n m
w = H Wijij.d fur 6(q;, aj) = (qy, aj, d).
=0 j=0
Das Produkt (M) ist hierbei als Konkatenation der Worter zu lesen.

Nun haben eine Kodierung von M als Wort w € {0, 1,#}". Um das zusatzliche Symbol #
loszuwerden, wenden wir den folgenden Homomorphismus an:

0~ 00, 1501, 4o 11,

Zu jeder Turing-Maschine M sei (M) € {0,1}" das Wort, das sich ergibt, indem wir M wie
oben beschrieben als Wort w € {0, 1, #}* kodieren und dann den obigen Homomorphismus
anwenden.

4.2 Bemerkung

Wir haben oben stillschweigend die Annahme getroffen, dass der Startzustand g, weder der
akzeptierende noch der abweisende Zustand ist. Diese Annahme lasst sich leicht dadurch
herstellen, dass wir eine Maschine, die direkt abweist oder akzeptiert, so umbauen, dass sie
nach einem Schritt abweist oder akzeptiert.
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4.3 Bemerkung

Die Kodierung (M) einer Turing-Maschine M wird auch als ihre Godelnummer oder Gédelisie-
rung bezeichnet. Dieser Begriff ist nach dem Mathematiker Kurt Godel (1906-1972) benannt,
welcher eine Kodierung von Wortern einfiihrte, um den Unvollstandigkeitssatz, ein wichtiges
Resultat aus der Pradikatenlogik, zu beweisen.

4.4 Bemerkung

Falls die Zustande oder Symbole einer Turing-Maschine nicht von der gewiinschten, durch-
nummerierten Form sind, kdnnen wir dies leicht durch Umbenennung herstellen. Es kann
dann passieren, dass zwei unterschiedliche Turing-Maschinen M, M' die gleiche Kodierung
(M) = (M') haben.

Wenn M und M’ das gleiche Eingabealphabet 3 haben, gilt jedoch, dass (M) = (M') die Gleich-
heit der Sprachen £(M) = £(M') impliziert, in so fern die Nummerierung der Symbole aus ¥
konsistent ist.

Nun konnen wir jede Turing-Maschine als Wort tber {0, 1} kodieren, allerdings ist nicht je-
des Wort Uber {0, 1} auch die Kodierung einer Turing-Maschine. Wir mochten jedes Wort
w € {0,1}" als Kodierung einer Turing-Maschine sehen, dies wird spater lastige Fallunter-
scheidungen vermeiden.

Hierzu definieren wir My = ({Go. Gace: Grei} {0, 1}1,{0,1,$, _}, 8, qo) als die Turing-Maschine,
die jede Eingabe nach einem Schritt abweist, also deren Transitionsfunktion wie folgt defi-
niert.

6(q07 S) = (qrej7 $7 R) )
é(q’ a) = (q» a, R) Vq € {qu Qacc; qrej}a Vae {07 17 $7 ‘—‘}7 (qa G) # (qu $) :

Es qilt L(M,) = @.

4.5 Definition
Zu jedem Wort w € {0, 1}* definieren wir M,, als die Turing-Maschine

M mit (M) = w, falls w eine valide Kodierung einer Turing-Maschine M ist,

w

Mg, sonst.

4.6 Bemerkung

Wie bereits oben angemerkt, gibt es zu einem Wort w € {0, 1}* mehrere TMs M mit (M) = w.
Wenn man das Eingabealphabet fixiert, haben jedoch all diese Maschinen die gleiche Spra-
che und und das gleiche Verhalten. Es spielt daher keine Rolle, welche diese Maschinen wir
als M,, wahlen.
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4.7 Bemerkung
Analog zur Kodierung einer TM Iasst sich auch eine Eingabe x € =* als Wort {iber {0, 1} auffas-
sen. Unter der Annahme, dass die Symbole des Alphabets durchnummeriert, = = {a,, . .. a;},
sind lasst sich die Eingabe schreiben als

X = a,‘1a . a;

I'2.. ¢

miti; € {2, ..., k} flr alle j. Wir kdnnen x nun kodieren als

X' = bin(i;)#bin(iy)# . . . #bin(i,) € {0, 1, #}

und erhalten nach Anwenden des Homomorphismus eine Kodierung (x) € {0, 1}".

Wir daher werden im Folgenden der Kodierung der Eingabe keine weitere Beachtung schen-
ken.

4.8 Bemerkung

Wir sind in diesem Kapitel davon ausgegangen, dass die Turing-Maschinen wie in unserer
initialen Definition deterministisch sind und nur ein Band haben. Andere Sorten von Turing-
Maschinen (Nichtdeterministische TMs, Mehrband-TMs) lassen sich kodieren, in dem man
sie zundchst in eine DTM mit einem Band Uberfiihrt und dann kodiert. Sie lassen sich jedoch
auch direkt kodieren, was insbesondere bei NTMs wichtig ist, da bei diesen die von uns be-
trachtete Umwandlung in DTMs nicht effizient ist.

B) Die universelle Turing-Maschine

Im Folgenden werden wir Probleme betrachten, die Turing-Maschinen als Eingaben erwar-
ten. Beispielsweise méchten wir (semi-)entscheiden, ob eine gegebene Eingabe von einer
gegebenen Turing-Maschine akzeptiert wird.

Akzeptanzproblem (ACCEPT)

Gegeben: Eine Turing-Maschine M und eine Eingabe x
Entscheide: Akzeptiert M Eingabe x, d.h. gilt x € £L(M)?

Wir kdnnen dieses Problem nun als das folgende Wortproblem auffassen:

Laccept = {w#x € {0,1,#}" | w,x € {0, 1}, x € L(M,,)} .

Wir identifizieren das Entscheidungsproblem ACCEPT mit der Sprache Laccept-
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Um dieses Problem zu I6sen, liegt es nahe, die durch ihre Kodierung gegebene Maschine
M,, zu simulieren. Dies mochten wir ebenfalls mit einer Turing-Maschine tun. Die Schwierig-
keit hierbei ist, dass Zustande und Transitionen des Simulators unabhangig von der Eingabe
fixiert werden miissen. Der Simulator muss universell in der Lage sein, eine gegeben Turing-
Maschine mit eventuell wesentlich mehr Zustanden zu simulieren.

4.9 Theorem: Turing 1936
Man kann eine universelle Turing-Maschine (UTM) U konstruieren mit

L(U) = {wtx | x € LIMy,)} = Lacceer -

4.10 Bemerkung: Einfluss der universellen Turing-Maschine auf die Entwicklung des Com-
puters

Die universelle Turing-Maschine kann als Interpreter gesehen werden, der ein gegebenes
Programm nimmt und es ausfiihrt. Dies zeigt, dass Turing-Maschinen nicht auf eine bestimm-
te Funktionalitat beschrankt sind. Heutzutage nennt man Programmiersprachen bzw. Com-
puter, die diese Eigenschaft haben Turing-vollstandig.

Turings Idee einer universellen Turing-Maschine war von von fundamentaler Bedeutung fir
die Erfindung von dem, was wir heute als Computer verstehen.

Die Wissenschaftler, auf deren Arbeit der beriihmte Artikel ,First Draft of a Report on the ED-
VAC” (geschrieben 1945 von John von Neumann [Neu93]) basiert, hatten zuvor Turings Arti-
kel gelesen und wollten seine Idee praktisch umsetzen. Das Resultat war der EDVAC, der erste
Computer, in dem das auszuflihrende Programm genau wie die Eingabedaten binar codiert
elektronisch gespeichert wurde (,stored-program computer”). Die beim EDVAC verwendete
von-Neumann-Architektur ist bis heute die Grundlage fiir den Aufbau von Computern.

Vorherige Computer waren entweder nicht Turing-vollstandig, konnten also nur fiir bestimm-
te Berechnungen verwendet werden, oder sie waren es, das Programm wurde allerdings
nicht elektronisch gespeichert, sondern durch Veranderung der Hardware eingegeben (z.B.
durch entsprechende Veranderung der Verkabelung). In letztere Kategorie fallt der beriihmte
Computer ENIAC.

Der deutsche Computerpionier Konrad Zuse hatte bereits 1936 die Idee, sowohl Daten als
auch Programm elektronisch zu speichern (was zu Zeiten des 2. Weltkriegs den Wissenschaft-
lern um John von Neumann nicht bekannt war), der vom ihm gebaute Computer Z3 konnte
allerdings aufgrund des Fehlens von bedingten Anweisungen (if-then-else) nicht auf einfache
Art und Weise als UTM benutzt werden.

Beweisskizze fiir Theorem §£.9:
U verwendet zusatzlich zum Eingabeband drei weitere Bander, namlich Programm-, Daten-
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und Zustandsband. Wir haben in Kapitel [I| kurz angesprochen, dass sich eine aquivalente
1-Band-TM konstruieren liele.

Flr eine gegebene Eingabe w+#x Uberpriift U zunachst, ob w die valide Kodierung einer
Turing-Maschine ist.

Hierzu muss (iberpriift werden, ob w das Bild eines Wortes w' € {0, 1, #}* gemaR des Homo-
morphismus ist. In diesem Fall kann die Maschine w' berechnen und auf dem zweiten Band
speichern, das wir im folgenden Programmband nennen werden.

Nun ist zu Giberpriifen, ob w' = T, TTZ, Wi .4 gilt, das heiBt ob es zu jeder Kombination
aus Zustand und Symbol eine korrekt kodierte Transition gibt.

Falls eine dieser Uberpriifungen fehlschligt, weist U ab, denn dann gilt M,, = M, und somit
L(M,,) = @. Wenn alle Uberpriifungen erfolgreich sind, kopiert U den hinteren Teil der Einga-
be, also x, auf das dritte Band, das Datenband. Um die Kodierung der Eingabe wollen wir uns
hierbei keine Gedanken machen, wir gehen also davon aus, dass {0, 1} das Eingabealphabet
und {0, 1, $, .} das Bandalphabet von M,, ist, sieche Bemerkung .7

Nun wird noch das vierte Band, das Zustandsband mit 0 = bin(0), der Kodierung des Initial-
zustands von M, beschrieben.

Die Simulation von M,, kann nun begonnen werden. Ein Schritt von M,, wird wie folgt simu-
liert:

« Suche auf dem Programmband nach der Transition fiir den im Zustandsband gespei-
cherten Kontrollzustand und das Bandsymbol, auf den der Kopf im Datenband zeigt.

« Wende die Transition an, d.h. andere entsprechende den Inhalt des Datenbandes, die
Kopfposition und ersetze den Inhalt des Zustandsbandes durch die Kodierung des neu-
en Kontrollzustandes.

U akzeptiert bzw. weist wahrend der Simulation ab, wenn M,, akzeptieren oder abweisen
wirde. Hierzu wird nach jedem Schritt iberpriift, ob das Zustandsband die Kodierung des
akzeptierenden oder abweisenden Zustands speichert. ]

C) Unentscheidbarkeit mittels Diagonalisierung
Mithilfe der universellen Turingmaschine und einem Diagonalisierungsverfahren, werden wir

nun Turings berlihmtes Resultat nachweisen. Der Satz besagt, dass das Akzeptanzproblem
zwar semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar ist.
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4.11 Bemerkung
Turing zeigte initial, dass das Halteproblem unentscheidbar ist.

Halteproblem (HP)

Gegeben: Eine Turing-Maschine M, eine Eingabe x

Entscheide: Halt die Berechnung von M auf x nach endlich vielen Schritten?

Wir identifizieren das Halteproblem mit der folgenden Sprache
HP = {w+tx | w,x € {0, 1}", M,, hélt auf Eingabe x} < {0, 1, #}" .

Es ist nicht schwierig die Turingmaschine M,, in eine andere Turingmaschine M,, zu (iberfiih-
ren, so dass
x € L(M,,) gdw. M,, halt auf x.

Da das Akzeptanzproblem auch eine Variante des Halteproblems ist, kbnnen wir Turings Re-

sultat ebenso mithilfe des Akzeptanzproblems beweisen.

4.12 Theorem: Turing 1936
Das Akzeptanzproblem ACCEPT ist semi-entscheidbar, allerdings nicht entscheidbar.

Beweis:

Um zu zeigen, dass ACCEPT semi-entscheidbar ist, kann analog zur Konstruktion der univer-
sellen Turing-Maschine U eine Turing-Maschine U’ konstruieren mit £(U') = Laccept- FUr eine
Eingabe w#x simuliert U' die Maschine M,, auf der Eingabe x. Falls M,, hilt (also akzeptiert
oder abweist), akzeptiert U'.

Der andere Teil der Aussage ist das wichtige Resultat: Es zeigt, dass die Klasse der entscheid-
baren Sprachen eine echte Teilklasse der semi-entscheidbaren Sprachen ist.

Wirnehmen an, L pt sei entscheidbar, und leiten einen Widerspruch her. Sei H ein Entschei-
der mit £(H) = Laccept- Eine Eingabe w#x wird von H also nach endlich vielen Schritten akzep-
tiert, wenn x € £(M,,), und andernfalls wird sie nach endlich vielen Schritten abgewiesen.

Wir konstruieren eine neue Maschine D, die eine Eingabe w erwartet und
« hélt und akzeptiert falls w ¢ £(M,,) und
« hélt und abweist falls w € L(M,,).

Wir konnen den Entscheider D mithilfe von H konstruieren. Dafir simuliert D zunachst H auf
der Eingabe w#w und invertiert am Ende die Antwort von H, also

- falls H abweist, akzeptiert D,
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- falls H akzeptiert, weist D ab.

Betrachten wir nun die Eingabe (D) fuir Maschine D, wir fragen uns also, ob die Maschine D
ihrer eigene Kodierung akzeptiert.

Fall 1: D akzeptiert (D):
Nach Konstruktion von D weist also H die Eingabe (D)#(D) ab. Da L(H) = Laccept, bedeutet
dies, dass (D) ¢ L(D) - ein Widerspruch.

Fall 2: D weist (D) ab:
Nach Konstruktion von D akzeptiert H also die Eingabe (D)#(D). Da L(H) = Laccept, bedeutet
dies, dass (D) € L(D) - ein Widerspruch.

In beiden Fallen erhalten wir einen Widerspruch, die Maschine D, und damit auch die Maschi-
ne H, kann also nicht existieren. O

4.13 Bemerkung
Im obigen Beweis haben wir das Prinzip der Diagonalisierung verwendet.

Wy, W, Wy, W,
M, || accept | accept | reject reject
M, || reject | reject | reject accept
Mjs || reject | accept | accept accept
My || accept | accept | accept ?

Der Eintrag in der Tabelle zu Entscheider M; und Eingabe wy, ist ,accept’, falls M; Eingabe Wy,
akzeptiert und ,reject”, sonst. Die im Beweis konstruierte Maschine D invertiert die Diagonale
dieser Tabelle. Der Widerspruch wird bei dem Eintrag ,?” hergeleitet.

Im Beweis der Unentscheidbarkeit des Halteproblems haben wir zur Konstruktion des Wider-
spruchs nur die Diagonale, also eine Eingabe der Form (D)#(D) benotigt. Damit ist beweisen,
dass sogar das spezielle Akzeptanzproblem unentscheidbar ist.

Spezielles Akzeptanzproblem (SACCEPT)
Gegeben: Eine Turing-Maschine M
Entscheide: Akzeptiert M die Eingabe (M)?

Lspccepr = {W € {0,1}" | w e £(Mw)} -
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4.14 Korollar
Das spezielle Akzeptanzproblem SACCEPT ist semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar.

D) Reduktionen

Um weitere Unentscheidbarkeitsresultate zu zeigen, mdchten wir nicht in jedem Fall einen
separaten Beweis durch Diagonalisierung flihren, oder — wie im Fall des speziellen Akzeptanz-
problems — einen Beweis genau inspizieren. Stattdessen wollen wir bereits gezeigte Resulta-
te verwenden, um aus der Unentscheidbarkeit z.B. des Akzeptanz- oder Halteproblems die
Unentscheidbarkeit weiterer Probleme abzuleiten.

Hierzu betrachten wir Reduktionen. Um zu zeigen, dass ein Problem B unentscheidbar ist,
beweisen wir, dass im Problem bereits ein bereits als Unentscheidbar bekanntes Problem A
als Spezialfall eingebettet ist. Man sagt, dass Problem A auf Problem B reduziert. Ein Entschei-
dungsverfahren fiir B kann somit nicht existieren, denn es wiirde auch als Entscheider fiir das
unentscheidbare Problem A fungieren.

4.15 Definition
Es seien A ¢ ZT, B c Z; Sprachen. Problem A ist (many-one-)reduzierbar auf Problem B,
geschrieben als A < B, falls es eine totale und berechenbare Funktion

f5] >3,
gibt, so dass fiir alle x € 37 gilt
x€A gdw.flx)€B.

Eine solche Funktion f heil3t (Many-One-)Reduktion. Wenn A < B gilt, dann ist B mindestens
so schwer wie A.

Das folgende Lemma formalisiert die obige Diskussion dazu, dass sich Reduktionen fiir Un-
entscheidbarkeitsbeweise nutzen lassen.

4.16 Lemma
Wenn A < B gilt und B (semi-)entscheidbar ist, dann ist auch A (semi-)entscheidbar.

Beweis:
Wir betrachten zunachst den Fall, dass B entscheidbar ist.

Sei f eine Reduktion von A auf B, und sei M; eine Turing-Maschine, die f berechnet. Sei M; ein
Entscheider fur B.
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Wir konstruieren einen Entscheider M, fiir A wie folgt: Auf einer Eingabe x verhalt M, sich
zunachst wie My, um innerhalb von endlich vielen Schritten auf einem zusatzlichen Band f{x)
zu schreiben.

Nun verhalt sich M, wie Mz, wobei das Band, auf dem f(x) steht, als Eingabeband fir Mg ge-
nutzt wird. Wenn Mg akzeptiert oder abweist, akzeptiert bzw. weist M, ab.

Da x € A genau dann, wenn f(x) € B, ist M, tatsachlich ein Entscheider fur A.

Falls B semi-entscheidbarist und Mz ein Semi-Entscheider fiir B, so ist M4 ein Semi-Entscheider
furA. ]

Ublicherweise wird die Kontraposition des obigen Lemmas verwendet.

4.17 Korollar
Wenn A < B und A nicht (semi-)entscheidbar ist, dann ist auch B nicht (semi-)entscheidbar.

Beweis: Angenommen Bwadre semi-entscheidbar,dann mitdem obigen LemmaauchA. [

4.18 Bemerkung
Es gibt einen alternativen Beweis des Lemmas, der ohne die explizite Konstruktion eines Ent-
scheiders auskommt.

Wenn B entscheidbar ist, dann ist die totale charakteristische Funktion x,; berechenbar. Des
Weiteren gibt es eine berechenbare Reduktion f von A auf B.

Die Verkettung berechenbarer Funktionen ist erneut berechenbar. Damit ist die charakteris-
tische Funktion von A

Xa=Xgof

berechenbar, und somit A entscheidbar.

4.19 Bemerkung

In der Literatur werden zum Teil andere Sorten Reduktionen betrachtet, z.B. sogenann-
te Turing-Reduktionen. Wir verwenden hier Many-One-Reduktionen, zum Einen, weil Sie
sich im Gegensatz zu Turing-Reduktionen auch dazu verwenden lassen, semi- und co-semi-
entscheidbare Probleme zu untersuchen, zum Anderen weil wir diese Sorte Reduktion im
nachsten Teil der Vorlesung zu Komplexitatstheorie erneut verwenden werden.

Als Beispiel fuir die Anwendung von Reduktionen betrachten wir eine weitere Variante des
Halteproblems.

53



4. Unentscheidbarkeit, universelle Turing-Maschine, Halteproblem & Reduktionen

Halten auf leerem Eingabeband (HP,)

Gegeben: Eine Turing-Maschine M
Entscheide: Halt die Berechnung von M auf dem leeren Wort €?

HP, = {w € {0,1}" | M,, hiltauf €} .

HP, ist unentscheidbar, dies beweisen wir, in dem wir das allgemeine Halteproblem HP auf
HP, reduzieren.

4.20 Lemma
HP < HP..

Beweis:
Wir definieren eine Reduktion f, die HP auf HP, reduziert. Sei w#x eine Eingabe fiir das allge-
meine Halteproblem.

Wir konstruieren eine Maschine M, die sich wie folgt verhilt:
« Sie l6scht die Eingabe (d.h. Gberschreibe den Inhalt des Eingabeband mit ),
« sie schreibt x auf das Eingabeband, und dann
- verhalt sie sich wie M,,.
Die Kodierung (M’,fv) dieser Maschine ist der Funktionswert unserer Reduktion f,
f: {0,1,#} - {01}
w#x v (M,).

Man kann nachweisen, dass f tatsachlich berechenbar ist. Die Ideen, die n6tig sind, um dies
formal zu beweisen, lassen sich in der Konstruktion der universellen Turing-Maschine finden.

Es gilt: M,, hilt auf Eingabe x genau dann, wenn M;, auf einer beliebigen Eingabe hilt. Hier-
zu ist zu beachten, dass sich M;, unabhingig von der Eingabe immer wie M,, mit Eingabe x
verhalt.

Insbesondere gilt also: M,, hilt auf Eingabe x genau dann, wenn M, auf Eingabe e hilt. O

Oben wurde bereits erwahnt, dass das Akzeptanzproblem ebenso wie das Halteproblem un-
entscheidbar ist. Dies beweisen wir nun unter der Verwendung von Reduktionen.

4.21 Theorem
Die folgenden Probleme sind semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar.
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a) Das allgemeine Akzeptanzproblem

ACCEPT = {w#x € {0,1,#}" | w,x € {0,1}",x € L(M,,)} .

b) Das Selbstakzeptanzproblem oder spezielle Akzeptanzproblem

SELF-ACCEPT = {w € {0, 1} | w € L(M,,)} .

c) Das Leeres-Wort-Akzeptanzproblem

ACCEPT, = {w € {0,1}" |e € L(M,)} .
Beweis:
ACCEPT ist die Sprache der universellen Turing-Maschine, und damit semi-entscheidbar.

Um zu zeigen, dass SELF-ACCEPT und ACCEPT, semi-entscheidbar sind, kbnnen wir Reduk-
tionen in Kombination mit Lemma verwenden.

« SELF-ACCEPT < ACCEPT:
Betrachte die Reduktion, die eine Instanz w von SELF-ACCEPT nimmt und die Instanz
w#w von ACCEPT ausgibt.

« ACCEPT, < ACCEPT:
Betrachte die Reduktion, die eine Instanz w von ACCEPT,n nimmt und die Instanz
w# = w#¢& von ACCEPT ausgibt.

Um die Unentscheidbarkeit der Probleme zu beweisen, konnen wir die Kontraposition von
Lemma @.16, also Korollar .77, verwenden, und fir jede Variante des Akzeptanzproblems
eine Reduktion des jeweiligen Halteproblems angeben.

Wir beweisen hier exemplarisch HP < ACCEPT, die anderen beiden Beweise funktionieren

analog.

Gegeben sei eine Instanz w#x des Halteproblems. Ziel ist es, eine Instanz w'#x des Akzep-
tanzproblems zu erzeugen, so dass gilt

w#x € HP  gdw. w'#x € ACCEPT.

(Theoretisch diirfte die Reduktion auch x verandern, wir werden jedoch sehen, dass dies nicht
notwendig ist.)

Zur gegebenen, durch w kodierten, Maschine M,, konstruieren wir eine Maschine M,,, die

« sich zunachst wie M,, verhalt,
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- falls M,, akzeptiert, akzeptiert und
- falls M,, abweist, ebenfalls akzeptiert.

Es gilt: M,, akzeptiert Eingabe x genau dann, wenn M,, auf Eingabe x halt. Die Funktion, die
eine Instanz w#x des Halteproblems entgegennimmt und die Instanz (M,,)#x des Akzep-
tanzproblems zurlickgibt, ist die gesuchte Reduktion.

Die Berechnung von (M,,) lasst sich durch eine Manipulation der Kodierung von w erreichen:
Alle Transitionen, die von einem nicht-haltenden Zustand nach g, fiihren, werden so abge-
andert, dass sie stattdessen nach g, flihren.

Daher ist w#x — (M, )#x eine berechenbare Reduktion, die HP < ACCEPT beweist. O
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5. Das Postsche Korrespondenzproblem & der Satz von Rice

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass wir Probleme indirekt als unentscheidbar nach-
weisen kdnnen, in dem wir ein bereits als unentscheidbar bekanntes Problem auf sie redu-
zieren. In diesem Kapitel wollen wir zwei wichtige Resultate zur Unentscheidbarkeit kennen
lernen, namlich die Unentscheidbarkeit des Postschen Korrespondenzproblems (PCP), und
den Satz von Rice. In beiden Fallen beweisen wir die Unentscheidbarkeit durch eine aufwen-
dige Reduktion des Halteproblems.

Das Postsche Korrespondenzproblem ist, im Gegensatz zu den bisher betrachteten unent-
scheidbaren Problemen, nicht tiber Turing-Maschinen definiert. Wenn man ein Problem als
unentscheidbar nachweisen mochte, ist es oft technisch einfacher, das PCP statt das Halte-

problem zu reduzieren.

Der Satz von Rice sagt, dass fast alle Probleme, bei denen es darum geht zu entscheiden, ob
die Sprache einer Turing-Maschine eine bestimmte Eigenschaft hat, unentscheidbar sind.

A) Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP)

5.1 Definition
Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP - Post’s correspondence problem) ist das wie
folgt definierte Entscheidungsproblem:

Postsches Korrespondenzproblem (PCP)

Gegeben: Eine endliche Sequenz von Tupeln aus Wortern (xq, y1), . . ., (Xk, Y«)
Entscheide: Gibt es eine endliche, nicht-leere Sequenz von Indizes i . . . i,

mitx; X, ... X, =Yi Vi, ---Yi, ?

Man kann sich das Postsche Korrespondenzproblem wie folgt vorstellen: Gegeben sind Sor-
ten von Dominosteinen, wobei jede Sorte Dominostein j oben mit x; und unten mit y; be-
schriftet ist. Nehmen wir nun an, dass wir von jeder Sorte beliebig viele Dominosteine zur
Verfligung haben. Ziel ist es, eine Reihe aus Dominosteinen zu bilden, so dass die Worter, die
sich aus den oberen bzw. unteren Beschriftungen ergeben libereinstimmen.

5.2 Beispiel
Betrachte die Instanz
K =(1,101),(10,00), (011, 11) .

| NS V" S —
1 2 3
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5. Das Postsche Korrespondenzproblem & der Satz von Rice

Es handelt sich hierbei um eine Ja-Instanz, denn 1323 ist eine Sequenz wie gewlinscht; es gilt

1.011.10.011 = 101.11.00.11 .

1 011 10 011
101 11 00 11
1 3 2 3

Im Rest dieses Teilkapitels wollen wir den folgenden Satz beweisen.

5.3 Theorem: Post 1946
Das PCP ist unentscheidbar.

Zum Beweis wollen wir das Akzeptanzproblem auf das PCP reduzieren. Direkt ware dies
schwierig, wir definieren zunachst eine modifizierte Version des PCP, und fiihren dann den
Beweis in zwei Schritten.

Modifiziertes Postsches Korrespondenzproblem (MPCP)

Gegeben: Eine endliche Sequenz von Tupeln aus Wortern (xq, y1), . . ., (Xk, Vi)

Entscheide: Gibt es eine endliche, nicht-leere Sequenz von Indizes i; . . . i,
mitx; x;, ... X, =YY, ...¥iundi; =17

Wir zeigen zundchst, dass sich das modifizierte PCP auf das PCP reduzieren lasst. Wenn wir
dann spater bewiesen haben, dass MPCP unentscheidbar ist, muss auch PCP unentscheidbar
sein, ansonsten wiirden wir tGber die Reduktion ein Entscheidungsverfahren fiir das MPCP
erhalten.

5.4 Lemma
MPCP < PCP.

Beweis:

Sei K = (x1,¥1), - - -, (X, ¥x) eine gegebene MPCP-Instanz. Sei ¥ das Alphabet, das die Buchsta-
ben beinhaltet, die in den Wértern x; und y; vorkommen. Wir gehen 0.B.d.A. davon aus, dass
die Symbole $ und # nicht in X vorkommen.
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Fiir jedes Wort w = a; . .. a,,, € =" definieren wir drei Varianten:

W = #a#af .. #Hant#
W = #a,#a# ... #ap,
W = a,#ax# . .. #an# .

Zur gegeben Instanz K konstruieren wir nun die Instanz

f(K) = ()(_17);1)7()(17))1)7()(27))2)7 s '7(X/k7)}k)7($7#$) .

Die Funktion f, die eine MPCP-Instanz K nimmt, und die PCP-Instanz f(K) zurlckgibt, ist bere-
chenbar. Wir miissen zeigen, dass sie in der Tat eine Reduktion ist, d.h. dass gilt

K hat eine Losung mit j; = 1 gdw. f(K) hat eine beliebige Losung.

Wir zeigen beide Richtungen.

=" Seii;...i,eine Losung fir K miti; = 1, dann ist die folgende Sequenz eine Losung fiir
f(K):
i+ 1,3+ 1,...,ip+1,k+2.

~=" Wenn Instanz f(K) eine Losung hat, dann hat sie auch eine Lésung mit minimaler Lange.
Seii;...i, € {1,...,k+ 2} eine solche minimale Lésung fiir f(K). Es muss aufgrund der
Konstruktion von f(K) gelten:

- iy = 1, denn kein anderes Paar hat in beiden Komponenten # als erstes Symbol,

- i, = k + 2, denn kein anderes Paar hat in beiden Komponenten das selbe letzte
Symbol.

Da wir annehmen, dass i, . . ., i, eéine minimale Losung ist, kommen 1 und k + 2 nicht
innerhalb der Sequenz erneut vor. Angenommen, dies ware der Fall, dann kénnten wir
die Lésungen in zwei Teile aufspalten, von denen einer erneut eine Losung fir die In-
stanz ist, ein Widerspruch zur Minimalitat.

Also gilti, .. .i,_; € {2,...,k+ 1}". Die Sequenz
Viy=1,. . =1

ist eine Losung fir K, deren erster Eintrag wie gefordert 1 ist.
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Nun zeigen wir, dass die modifizierte Version des PCPs unentscheidbar ist, in dem wir das
Akzeptanzproblem auf sie reduzieren.

5.5 Proposition
ACCEPT < MPCP.

Beweis:

Sei w#x eine Eingabe fir das Akzeptanzproblem, wobei w die Turing-Maschine
M, = (Q,%,T,8,9o,{qacc drej}) kodiert, und x = a,...a, € I die Eingabe fiir diese
Maschine ist.

Unser Ziel ist es, eine Funktion anzugeben, die aus einer solchen Eingabe eine Sequenz von
Paaren K = (x1,¥1), ..., (X, ¥«) berechnet, so dass gilt

M,, akzeptiert x gdw. K hat eine Losung miti; = 1.

Die Turing-Maschine M,, akzeptiert Eingabe x genau dann wenn es eine endliche Sequenz
von Konfigurationen

CO - ... _)Ct
gibt mitcy = goxund ¢; = U gy V.

Wir werden sicher stellen, dass in diesem Fall die MPCP-Instanz eine L6sung der Form

#Heottar#t .. HaHaH# . HAuAt#

hat. Dies bedeutet, dass die Losung in der MPCP-Instanz die Sequenz der Konfigurationen
von M,, flir Eingabe x, also die Berechnung, kodiert.

Das Alphabet der PCP-Instanz ist ' w Q U {#}. Das erste Paar ist (#, #qox+#), kodiert also die
initiale Konfiguration von M,,.

Ziel ist es, dass sowohl die x-Sequenz (also die Sequenz der X; in einer Losung i .. .i,) als
auch die y-Sequenz die Berechnung der Turing-Maschine kodieren. Die x-Sequenz fallt dabei
einen Schritt zurlick: Wenn das Anhangen eines Paares (x;, y;) in der y-Sequenz zur Konfigura-
tion ¢, beitragt, tragt es in der x-Sequenz zur Konfiguration c,_; bei. Dieser Versatz erlaubt es
uns, sicherzustellen, dass Konfiguration c,.; der Nachfolger der Konfiguration ¢, gemal3 der
Transitionsrelation auf Konfigurationen der TM ist.

Die folgende Darstellung illustriert dies. Die in Klammern angegebenen Zahlen j geben an,
aus welchem Index j; der Losung die entsprechenden Symbole kommen.
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I 2 3 n+1n+2

N A A e an

x-Sequenz : #qoa,ay...a, #
y-Sequenz: # qo a; a, ... a4, # qba,...a, #
\ v )~ ~

1 2 3 n+1n+2

Zusatzlich zum oben angegebenen ersten Paar sind die folgenden Paare in der konstruierten
PCP-Instanz:

« Kopierregeln:

(a,a) fir jedes a € T v {#},

« Transitionsregeln:

(ga,q'b), falls 6(q,a) = (q', b, N),
(qa, bq'), falls 6(q,a) = (q', b, R),
(cqa,q'cb), falls §(q,a) = (g, b, L) furalleceT,
(g#, bq'#). falls 6(q, ) = (4, b, R),
(g#.q'b#). falls 6(q, —) = (q', b, N),
),

(
(
(
(
(
(cq#,q'cb#),falls 8(q, ) = (g, b, L) firalleceT,

« Loschregeln:

(aqaco qaCC) Und (qaCCa7 Qacc) fur a”e ae r)

« Abschlussregel:

(Gacc#t#, #)-

Zu jeder akzeptierenden Berechnung von M,, fiir Eingabe x ldsst sich eine Losung der MPCP-

Instanz konstruieren:
« Die Losung beginnt mit dem initialen Paar.

« Danach werden die Kopier- und Transitionsregeln benutzt, um die Berechnung der Ma-
schine bis zur ersten akzeptierenden Konfiguration zu simulieren.

« Nun kann man mit den Loschregeln den Bandinhalt I6schen: In jeder Konfiguration

entfernt man das Symbol links oder rechts vom Kontrollzustand.

Wir erhalten Sequenzen der folgenden Form.
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Loschen

x-Sequenz : HCoHCOH# ...  HCGH T F#
y-Sequenz: HCoHCH ... FHCGH ... HqQaccH

Loschen

+ Durch Verwenden der Abschlussregel werden die beiden Sequenzen gleich.

Es lasst sich zeigen, dass jede Losung der MPCP-Instanz die obige Form haben muss, also eine
akzeptierende Berechnung von M,, kodiert. O

Durch eine einfache Reduktion ldsst sich beweisen, dass bereits das sogenannte 0, 1-PCP, also
das PCP fir Instanzen, bei denen die Worter x; und y; Gber dem Alphabet {0, 1} sind, unent-
scheidbar ist.

5.6 Bemerkung

Fur k € N, k > 0 sei PCP, das PCP fiir Instanzen, die aus genau k Paaren (x;, y;) bestehen. Es
ist bekannt, dass PCP, unentscheidbar ist und dass PCP, entscheidbar ist. Dementsprechend
ist auch PCP, flir k > 9 unentscheidbar, und PCP; ist trivial. Die Probleme PCP; bis PCPg sind
offen.

B) Der Satz von Rice

Wir mochten nun den Satz von Rice, ein allgemeineres Resultat zur Unentscheidbarkeit, be-
weisen. Er sagt aus, dass jede nicht-triviale Eigenschaft des Verhaltens von Turing-Maschinen
unentscheidbar ist. Dies besagt letztlich, dass Unentscheidbarkeit der Regelfall bei Verifikati-
onsproblemen ist, und nicht blof3 eine Ausnahme.

5.7 Definition

Sei X ein Alphabet. Wir bezeichnen mit RE(X) die Menge aller rekursiv-aufzahlbaren (semi-
entscheidbaren) Sprachen Gber %, also die Menge aller Sprachen £, zu denen es eine TM M
mit £(M) = L gibt. (RE steht flr recursively enumerable.)

Eine Eigenschaft P der Sprachen in RE(Z) ist eine Funktion
P:RE(Z) — {0,1} £ B = {false, true} .

Wir sagen, dass eine Sprache £ € RE(Z) Eigenschaft P hat, falls P(£) = 1 gilt.

Eine Eigenschaft heif3t trivial, falls P eine konstante Funktion ist, also P(L) = O fur alle
L € RE(X) oder P(L) = 1 firalle £ € RE(X), ansonsten heil3t sie nicht-trivial.
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Dass eine Eigenschaft P nicht-trivial ist, bedeutet, dass es jeweils mindestens eine Sprache
gibt, die die Eigenschaft hat, und eine Sprache, die sie nicht hat. Es gibt in diesem Fall also
L, L mitP(£)=1undP(L') =0.

Eine Eigenschaft P zu entscheiden, bedeutet fiir eine gegebene Sprache L algorithmisch zu
entscheiden, ob P(£) = 1 gilt. Hierzu muss die Sprache eine endliche Darstellung besitzen,
die wir als Eingabe des Algorithmus nutzen kénnen. Da wir Gber semi-entscheidbare Spra-
chen sprechen, liegt es nahe, eine Sprache £ durch eine Turing-Maschine M mit £ = L(M)
darzustellen, oder genauer gesagt, durch die Kodierung (M) einer solchen Maschine.

Wir sehen eine Eigenschaft P also als Sprache
P={we{0,1} | P(L(M,)) =1},

die Eigenschaft zu entscheiden, bedeutet, diese Sprache zu entscheiden.

Man beachte, dass wir Eigenschaften von Sprachen, nicht Eigenschaften von Turing-
Maschinen, betrachten. Ob eine Kodierung in P liegt, darf also nur von der Sprache L der
Maschine abhdangen und muss ansonsten unabhangig von der Maschine sein. Entweder gilt
P(L(M,,)) = 1,und damit w € P, furalle w mit £L(M,,) = L, oder es gilt P(L(M,,)) = 0, und damit
w ¢ P, fur alle w mit £L(M,,) = L.

5.8 Beispiel
Die folgenden Eigenschaften sind nicht-triviale Eigenschaften von semi-entscheidbaren
Sprachen:

- L =L(M,)istendlich,

- L =L(M,)istregular,

« L = L(M,) ist kontextfrei,

« L = L(M,,)ist entscheidbar,

« 10110 € L, d.h. M,, akzeptiert Eingabe 10110,
- £ =1X",dh.M, ist universell.

Die folgenden beiden Eigenschaften sind Eigenschaften von semi-entscheidbaren Sprachen,
allerdings trivial:

« L ist Bild einer totalen berechenbaren Funktion,
« List nicht-semi-entscheidbar.

Die folgenden Eigenschaften sind Eigenschaften von Turing-Maschinen, nicht Eigenschaften
ihrer Sprachen:
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« M,, hat 481 Kontrollzustande,
- Die Berechnung von M,, auf Eingabe 10110 halt nach hochstens 10 Schritten,
« M, ist ein Entscheider,
- Es gibt eine kleinere TM mit der selben Sprache.
Fir jedes dieser Beispiele lassen sich Maschinen M,, und M, finden, deren Sprache gleich ist,

L(M,,) = L(M,,), wobei M,, die gewlinschte Eigenschaft hat und M,, sie nicht hat.

5.9 Theorem: Rice 1953
Jede nicht-triviale Eigenschaft der semi-entscheidbaren Sprachen ist unentscheidbar.

Beweis:

Sei P eine beliebige nicht-triviale Eigenschaft der semi-entscheidbaren Sprachen Giber einem
Alphabet 3. Wir gehen 0.B.d.A. davon aus, dass P(@) = 0 gilt, der Beweis fiir den anderen Fall
funktioniert analog. (Beachte, dass @ natrlich rekursiv aufzahlbar ist.)

Da P nicht-trivial ist, gibt es auch eine semi-entscheidbare Sprache £ mit P(£) = 1. Sei K eine
Turing-Maschine mit £(K) = L.

Wir reduzieren das Akzeptanzproblem auf die Eigenschaft P, also auf die Sprache
P={we{0,1}"|P(L(M,)) =1},

woraus folgt, dass P unentscheidbar sein muss.

Sei w+#x eine Eingabe fiir das Akzeptanzproblem, bestehend aus der Kodierung der Maschine
M,, und der Eingabe x. Wir konstruieren eine Maschine Mf“, deren Sprache @ ist, falls M,
Eingabe x nicht akzeptiert, und deren Sprache L ist, falls M,, x akzeptiert. Eigenschaft P fur
diese Maschine zu entscheiden, bedeutet also, dass man entscheidet, ob M,, auf x halt.

Fur eine Eingabe y verhdlt sich va,x wie folgt:
1. Speichere Eingabe y auf einem separaten Band

2. Ersetze den Inhalt des Eingabebands durch das fixierte Wort x. Dadurch, dass x fixiert
ist, lasst sich dies in die Transitionsfunktion kodieren.

3. Simuliere M,, auf Eingabe x.

4. Falls M,, Eingabe x akzeptiert, also die obige Simulation in einer akzeptierenden Konfi-
guration halt, simuliere K auf Eingabe y.

Akzeptierte genau dann, wenn K Eingabe y akzeptiert.
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1. Fall: M, akzeptiert Eingabe x.

In diesem Fall halt die Simulation in Schritt 3., und es gilt y € C(va,x) genau dann, wenn
y € L(K) gilt. Da K eine Maschine fiir die Sprache £ mit Eigenschaft P war, ist dies der Fall
genau dann,wenny € L.

2. Fall: M,, akzeptiert Eingabe x nicht.

In diesem Fall wird Schritt 4. nicht erreicht, und somit akzeptiert L(M@X) keine Eingabe y,
unabhangig von der konkreten Eingabe.

Im ersten Fall, wenn M,, x akzeptiert, gilt also £(Mf,<.,7X) = L(K) = £, und im zweiten Fall, in dem
M,, x nicht akzeptiert, gilt ﬁ(M;X) = Q.

Zusammenfassend erhalten wir:
- Wenn wenn M,, auf x halt, gilt P(E(M@X)) =P(L) =
- Wenn wenn M,, auf x nicht halt, gilt P(C(/\/If,yx)) =P(@) =0.

Dies schlieBt den Beweis ab: Angenommen wir hatten einen Entscheider fir P, dann wirde
dieser Entscheider angewandt aufov,X das Akzeptanzproblem fiir die Eingabe w+#x entschei-
den, dies ist ein Widerspruch. O

Der Satz von Rice sagt nur aus, dass P unentscheidbar ist. Es gibt nicht-triviale Eigenschaf-
ten die semi-entscheidbar oder co-semi-entscheidbar (jedoch nicht beides gleichzeitig) sind,
hiertiber trifft der obige Satz keine Aussage. Es gibt eine Variante des Satzes, die etwas liber
die Semi-Entscheidbarkeit von Eigenschaften aussagt, die wir hier ohne Beweis angeben wol-
len.

Wir nennen eine Eigenschaft P der semi-entscheidbaren Sprachen monoton wenn fiir alle
Sprachen £, L' € RE(Z) gilt, das £ € L' impliziert, dass P(£) < P(L'). Andernfalls heil3t P
nicht-monoton.

Monotonie einer Eigenschaft P bedeutet, dass zu jeder Sprache mit £ mit Eigenschaft Pauch
jede groBere Sprache £' 2 £ die Eigenschaft P hat.

5.10 Theorem: Rice 1956
Jede nicht-monotone Eigenschaft der semi-entscheidbaren Sprachen ist nicht-semi-
entscheidbar.
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6. Unentscheidbare Probleme kontextfreier Sprachen

Wir wollen den Teil der Vorlesung zu Entscheidbarkeit abschlieBen, in dem wir die aus ,Theo-

III

retische Informatik 1” bekannten kontextfreien Sprachen untersuchen. Im Gegensatz zu den

semi-entscheidbaren Sprachen sind manche Probleme fiir kontextfreie Sprachen entscheid-
bar.

« Sei L eine kontextfreie Sprache, die durch eine kontextfreie Grammatik oder einen
Pushdown-Automaten gegeben ist. Das Wortproblem, also gegeben ein Wort w, ent-
scheide, ob w € L gilt, ist mit Hilfe des CYK-Algorithmus entscheidbar.

- Das Leerheitsproblem, also gegeben eine Grammatik G, entscheide ob £(G) = @ gilt,
ist entscheidbar.

Es gibt jedoch auch viele Probleme, deren Eingabe eine kontextfreie Sprache beinhaltet, die
unentscheidbar sind. Wir wollen einige dieser Probleme in diesem Kapitel betrachten und als
unentscheidbar nachweisen. Im Beweis der Unentscheidbarkeit werden wir jeweils das PCP
reduzieren.

6.1 Theorem
Die Eingabe der Probleme sind zwei kontextfreie Grammatiken G, , G,. Die folgenden Proble-
me sind unentscheidbar:

a) Gilt £(G;) n L(G,) #+ @?

b) Gilt |£(G;) n L(G,)| = 00?

) Ist £(G;) n L(G;) kontextfrei?
d) Gilt £(G,) € £(G,)?

e) Gilt £(G,) = £(G,)?

Beweis:
a) Wirreduzieren das 0, 1-PCP. Sei

K= (X17Y1)7---7(Xk7)’k)

eine gegebene PCP Instanz mit x;, y; € {0, 1}" fir alle i.

Wir  konstruieren zwei Grammatiken G;,G, Uber dem Terminalalphabet
{0,1,%,a,,...,a,}. Bei den Symbolen a,,...,a, handelt es sich um ein Symbol g;
pro Paar (x;, y;) in K.
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6. Unentscheidbare Probleme kontextfreier Sprachen

Grammatik G, hat die folgenden Produktionsregeln:

S—> ASB,
A—>G1AX1 | | ak/4Xk7
A—)a1X1|...|aka,
reverse reverse
B-yy "Bay|...|yc = Ba,
reverse reverse
B -y, ar | ... |y ay .

reverse

Hierbei ist zu einem Wort w = w; ... w,, das Wort w durch Umkehrung der Reihen-

reverse

folge der Buchstaben in w definiert, also w = Wy...W,.

Die von G; erzeugte Sprache ist

L(G) ={a;, ...aixi ... xS Yy, | nom 2 i € {1, ... K}Vs, t}

Grammatik G, hat die folgenden Produktionsregeln:

S->a:5a,|...|aSac|T,

T—>0T0|1T1]$.

Die von G, erzeugte Sprache ist also

L(Gy) = {uv sV u™™ | v € {0, 1} u € {a, ..., a}"} .

Es gilt, dass K eine nicht-leere L6sung i, ...i, hat, genau dann, wenn der Schnitt
L(G;) n L(G,) nicht-leer ist, ndmlich das Wort

$ reverse reverse

ai, ...a.X ...x;, Sy ") R

in

enthalt. Die Funktion f mit f(K) = (G,, G,) ist also die gesuchte Reduktion des PCPs auf die
Nicht-Leerheit des Schnittes.

Falls eine PCP-Instanz eine Losung hat, hat sie unendlich viele Ldsungen: Zu jeder Losung
. .. 2 . .. . 3 4 .
s=iy...ipsindauchs” =iy... iy ...i,, 5,5 ,...LOsungen.

Die Reduktion faus Teil a) ist also auch eine Reduktion auf die Unendlichkeit des Schnittes.

Um zu zeigen, dass die Kontextfreiheit des Schnittes unentscheidbar ist, zeigen wir, dass
die Nicht-Kontextfreiheit des Schnittes unentscheidbar ist. Hiermit ist das folgende Pro-
blem gemeint: Gegeben Grammatiken G;, G,, entscheide ob £(G;) N £(G,) nicht kontext-
frei ist.
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Angenommen die Nicht-Kontextfreiheit ware entscheidbar, dann ware auch die Kontext-
freiheit entscheidbar - Die Klasse der Entscheidbaren Probleme ist abgeschlossen unter
Komplement.

Die Reduktion f aus Teil a) ist auch eine Reduktion auf Nicht-Kontextfreiheit.

Wenn der Schnitt leer ist (also die gegebene PCP-Instanz keine Losung hat), dann gilt
L(G;) n L(G,) = @, und @ ist kontext-frei.

Es bleibt zu zeigen, dass wenn der Schnitt nicht leer ist (und die PCP eine L6sung hat), dass
dann £(G,) n £(G,) nicht kontextfrei ist. Hierzu kann das aus ,Theoretische Informatik I”
bekannte Pumping-Lemma flr kontextfreie Sprachen verwendet werden

Wir reduzieren die Leerheit des Schnittes auf das Inklusionsproblem. (Wir haben in a) ge-
zeigt, dass die Nicht-Leerheit des Schnittes unentscheidbar ist, damit ist auch das Kom-
plementproblem, also die Leerheit des Schnittes, unentscheidbar.)

Hierflr ist wichtig, dass £(G;) und £(G,) sogenannte deterministische kontextfreie Spra-
chen sind: Es ist moglich, deterministische Pushdown-Automaten A;, A, zu konstruie-
ren mit £(A;) = L£(G;), L(A,) = L(G,). Die Klasse der deterministischen kontextfrei-
en Sprachen ist abgeschlossen unter Komplement: Man erhalt einen deterministischen
Pushdown-Automaten fiir die Komplementsprache, in dem man die finalen Zustande in-
vertiert. (Man erinnere sich daran, dass die Klasse der kontextfreie Sprachen nicht abge-
schlossen unter Komplement ist!)

Man kann also eine Grammatik G_2 konstruieren mit
E(G_z) = L£(Gy) = {0,1,$,ay,...,a}" \ £(G,) (indem man den invertierten Pushdown-
Automaten in eine kontextfreie Grammatik transformiert).

Es gilt
LG)NLG) =2 gdw. L(G)< L(G,).
Die Funktion g mit g(G;, G,) = (G, G,) ist also die gesuchte Reduktion.
Es lasst sich leicht eine Grammatik G; konstruieren mit £(G;) = £(G;) U L(G,).
Es gilt

L(Gy) € L(Gy)  gdw.  L(Gy) U L(G,) = L(Gy).
L£(G3)

Also ist h mit h(G,, G,) = (Gs, G,) eine Reduktion von Sprachinklusion auf Sprachgleich-
heit. Sprachinklusion ist wie in Teil d) gezeigt unentscheidbar.
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6. Unentscheidbare Probleme kontextfreier Sprachen

6.2 Bemerkung

Die Sprachen £(G;), L(G,), die wir im Beweis des obigen Theorems verwendet haben sind
— wie im Beweis von Teil d) angemerkt — deterministisch. Daher sind die Probleme aus den
Teilen a) - d) auch fir deterministische kontextfreie Grammatiken unentscheidbar.

Sprachgleichheit ist flir deterministische kontextfreie entscheidbar, wie 2001 von Sénizer-

gues bewiesen wurde [Sé01]; Sé02]. Hierflir wurde ihm 2002 der Gédel-Preis verliehen.

6.3 Bemerkung
Die Grammatiken G, G, aus dem Beweis des obigen Theorems lassen sich auch verwenden,
um zu zeigen, dass die folgenden Probleme unentscheidbar sind.

« Gegeben eine kontextfreie Grammatik G,

Ist G eindeutig?

Ist £(G) kontext-frei?

Ist £(G) regular?

Ist £(G) deterministisch kontextfrei?

Gilt £(G) = T*?

« Gegeben eine kontextfreie Grammatik G und eine reguldre Sprache R (z.B. reprasentiert
durch einen NFA), gilt £(G) = R?
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Teil Il.
Komplexitatstheorie
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7. Zeit- und Platzkomplexitat

7. Zeit- und Platzkomplexitat

In diesem Kapitel werden wir den Zeit- und Platzverbrauch von Turing-Maschinen definie-
ren. Darauf aufbauend fiihren wir dann die grundlegenden Komplexitatsklassen ein, das
heil3t die Klassen der Probleme, die sich mit einem vorgegebenen Zeit- oder Platzverbrauch
|6sen lassen.

Davon abgeleitet definieren wir dann die robusten Komplexitatsklassen. Im Gegensatz zu
den grundlegenden Klassen sind diese robust gegentiber Veranderungen am Berechnungs-
model. Beispielsweise ist die Klasse P der in Polynomialzeit I6sbaren Probleme eine solche
robuste Klasse. Es spielt keine Rolle, ob man zur Definition von P Einband- oder Mehrband-
Turing-Maschinen verwendet, man erhalt in beiden Fallen die selbe Klasse.

7.1 Bemerkung

In diesem Teil der Vorlesung werden wir — sofern nicht explizit anders spezifiziert - davon
ausgehen, dass alle betrachteten Turing-Maschinen Entscheider sind, also dass alle Berech-
nungen zu allen Eingaben nach endlich vielen Schritten halten.

A) Zeitkomplexitat

Zunachst wollen wir den Zeitverbrauch von Turing-Maschinen definieren und daraus abge-
leitet die beiden grundlegenden Zeitkomplexitatsklassen DTIME,(t) und NTIME,(t) einfiih-
ren.

7.2 Definition: Zeitverbrauch
Sei M eine Turing-Maschine (potentiell nicht-deterministisch, potentiell mit mehreren Ban-
dern). Sei x € =* eine Eingabe fiir M.

a) Der Zeitverbrauch (oder die Rechenzeit) von M fiir Eingabe x ist
Timey,(x) = max{n | nist Ldnge einer haltenden Berechnung von M auf x} .

Die Lange einer Berechnung ¢, = ¢; — ... ist hierbei der erste Index n € N, so dass ¢,
eine haltende Konfiguration ist. Man beachte, dass, falls M eine DTM ist, es genau eine
Berechnung zu Eingabe x gibt.

Falls M auf einer Eingabe x eine nicht-haltende Berechnung hat, schreiben wir
Timey,(x) = 0o. Wenn M ein Entscheider ist, wird dies nie auftreten.

b) Fir eine Zahl n € N, definieren wir die Zeitkomplexitdat von M als

Timey(n) = max{Timey(x) | |x| = n}.
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7. Zeit- und Platzkomplexitat

Wir messen also das Worst-Case-Verhalten von M auf Eingaben der Lange n.

c) Seit:N — N eine Funktion. Wir sagen, dass M t-zeitbeschrankt ist, wennTimey(n) < t(n)
farallen € N.

Nun kénnen wir die grundlegenden Zeitkomplexitatsklassen definieren. Zu jeder Zeitschran-
ke, also einer Funktion t: N —» N, betrachtet man die Klasse der Probleme, die sich innerhalb
dieser Zeitschranke l6sen lassen.

7.3 Definition: Grundlegende Zeitkomplexitatsklassen
Sei t:N = N eine Zeitschranke. Wir definieren

DTIME(t) = {£(M) | M ist eine k-Band DTM, ein Entscheider und t-zeitbeschrankt} ,
NTIME,(t) = {£(M) | M ist eine k-Band NTM, ein Entscheider und t-zeitbeschrankt} .
7.4 Bemerkung

Wir schreiben nur DTIME(t) bzw. NTIME(t) anstatt DTIME, (t) bzw. NTIME, (t).

Sei T eine Menge von Zeitschranken t: N - N. Dann schreiben wir DTIME(T) fiir | J,., DTIME(t)
(analog fiir NTIME und Mehrbandmaschinen).

Oft betrachten wir z.B. DTIME(O(t)), wenn wir multiplikative Konstanten ignorieren wollen.

Wir kdnnten nun diese grundlegenden Komplexitatsklassen untersuchen, d.h. wir kdnnten
zum Beispiel die Klasse DTIME(nz) der in quadratischer Zeit |6sbaren Probleme betrachten.
Wie bereits angemerkt sind diese Klassen nicht robust, es gilt z.B. DTIME; (n) # DTIME,(n).

7.5 Bemerkung

Es ergibt wenig Sinn, sublineare Zeitschranken, also Funktionen t: N = N mit t(n) < n fir min-
destens ein n, zu betrachten. Dies wiirde bedeutet, dass die Turing-Maschine nicht einmal in
der Lage ist, ihre gesamte Eingabe zu lesen.

B) Platzkomplexitat

Wir mochten analog zu DTIME und NTIME Platzkomplexitatsklassen einfiihren.

Im Gegensatz zum Zeitverbrauch ist es durchaus interessant, Probleme zu betrachten, die
sich mit sublinearem Platzverbrauch I6sen lassen. Hierbei wollen wir allerdings den Platzver-
brauch der Eingabe nicht mitzahlen, sondern nur den zusatzlichen Speicher, den die Maschi-
ne benotigt.
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7. Zeit- und Platzkomplexitat

Daher betrachten wir hier Maschinen mit einem speziellen Eingabeband. Das Eingabeband
ist read-only, die Eingabe darf also nicht verandert werden. Formal bedeutet read-only, dass
die Transitionsfunktion die Form

6(q7(a1aa2a"'7ak)) = (q’,(a1,b1,...,bk),D)

fira;, b;€T,q,qg € QundD € {R, L, N}k haben muss, falls das erste Band das Eingabeband ist
(analog fir eine nicht-deterministische Transitionsfunktion). Die anderen Bander bezeichnen
wir als Arbeitsbander. Wir messen nur den Platzverbrauch der Maschine auf ihren Arbeits-
bandern.

7.6 Definition: Platzverbrauch
Sei M eine Turing-Maschine (potentiell nicht-deterministisch, potentiell mit mehreren Ar-
beitsbidndern) mit einem speziellen read-only Eingabeband. Sei x € =* eine Eingabe fiir M.

a) Sei c eine Konfiguration, die wahrend einer Berechnung von M zu Eingabe x auftritt. Der
Platzverbrauch von M in Konfiguration c ist

Space,,(c) = max{|w| | wist der Inhalt eines Arbeitsbandes in Konfiguration c} .

Hierbei zéahlen wir Blank-Symbole, die am Anfang und am Ende des Bandinhaltes auftre-
ten konnen, nicht mit.

b) Der Platzverbrauch von M zu Eingabe x ist
Space,,(x) = max{Space,(c) | c ist Konfiguration in einer Berechnung von M zu Eingabe x} .

Falls der Platzverbrauch von M auf x unbeschrankt ist, schreiben wir Space,,(x) = oo.

c) Fireine Zahl n € N, definieren wir die Platzkomplexitat von M als
Space,,(n) = max{Space,,(x) | |x| = n}.

Wir messen also das Worst-Case-Verhalten von M auf Eingaben der Lange n.

d) Sei sN - N eine Funktion. Wir sagen, dass M s-platzbeschrankt ist, wenn
Space,(n) < s(n)firallen e N.

7.7 Definition: Grundlegende Platzkomplexitatsklassen
Seis:N — N eine Platzschranke. Wir definieren die grundlegenden Platzkomplexitatsklassen.

DSPACE,(s) = {£(M) | M ist eine DTM mit k Arbeitsbandern, ein Entscheider und s-platzbeschrankt} ,
NSPACE,(s) = {£(M) | M ist eine NTM mit k Arbeitsbandern, ein Entscheider und s-platzbeschrankt}
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7. Zeit- und Platzkomplexitat

Wir verwenden die selbe vereinfachte Notation wie bei den Zeitkomplexitatsklassen.

Man beachte, dass der Zeitverbrauch den Platzverbrauch beschrankt: In jedem Schritt
kann eine Maschine hochstens eine neue Zelle beschreiben. Daraus folgt zum einen, dass
Spacey,(x) = oo nicht auftreten kann, wenn M ein Entscheider ist. Zum anderen beweist es
das folgende Lemma:

7.8 Lemma
Fir jede Funktion t:N — N und jede Zahl k gilt

DTIME,,,(t) € DSPACE(t),
NTIME,+(t) € NSPACE,(t) .

Insbesondere gilt also

DTIME(t) € DSPACE(t), NTIME(t) € NSPACE(t), .

Der unterschiedliche Index k bzw. k + 1 ergibt sich daraus, dass wir bei DTIME alle Bander, bei
DSPACE aber nur die Arbeitsbander zahlen.

7.9 Beispiel
Betrachte die Sprache der Worter mit gleich vielen as und bs, also

L ={x € {a,b}" | Anzahlvonaundbinxistgleich } .
Es gilt £ € DSPACE(O(log n)), L lasst sich also deterministisch mit logarithmischem (insbe-
sondere also sublinearem) Platzverbrauch I6sen.

Wir konstruieren eine DTM M mit read-only-Eingabe und einem Arbeitsband, die £ 16st: Auf
dem Arbeitsband speichert M einen Zahler. Nun geht die Maschine die Eingabe x von links
nach rechts durch:

« Fir jedes Vorkommen von Buchstabe a wird der Zahler inkrementiert (+1),
« Fir jedes Vorkommen von Buchstabe b wird der Zahler dekrementiert (-1).

Nachdem die Eingabe gelesen wurde akzeptiert die Maschine genau dann, wenn der Zahler
Wert O hat.

Es ist klar, dass M tatsachlich £ entscheidet.

Wenn der Zahler als Bindrzahl gespeichert wird, hat M nur logarithmischen Platzverbrauch:
Der Wert des Zahler ist durch —n nach unten und n nach oben beschrankt, mit n = |x|. Es
werden also [log n] + 1 viele Bits (Zellen) benotigt, um den Zahler zu speichern.
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C) Die robusten Komplexitatsklassen

7.10 Definition

Wir definieren nun die robusten Komplexitatsklassen.

L = DSPACE(O(lo
NL = NSPACE(O(log
n

P =|_J oTIME(O(
(

keN
NP = U NTIME(O nk)
keN

PSPACE = U DSPACE((’)(nk))

keN

NPSPACE = U NSPACE(O(nk))

keN

EXP = | DTIME(ZO("k))
keN

NEXP = | NTIME(2O("k))
keN

EXPSPACE = | DSPACE(ZO(”k))

keN

NEXPSPACE = U NSPACE(ZO(nk))

keN

Die Klasse P umfasst alle Probleme, die sich deterministisch in Polynomialzeit I6sen lassen.
Ein Problem L ist also in P, wenn es einen konstanten Exponenten gibt, so dass es sich in
DTIME((’)(nK)) |6sen lasst. Wichtig ist, dass der Exponent konstant und damit unabhangig

von der Lange der Eingabe ist.

7.11 Bemerkung

Man kann auch noch gréBere Klassen betrachten, zum Beispiel zu jeder Zahlm € N;m > 0
die Klassen mEXP und mEXPSPACE, die Klassen der Probleme, die sich mit m-fach exponen-
tiellem Zeit-/Platzverbrauch I6sen lassen. Beispielsweise ist 2EXP die Klasse der Probleme £

(aka LOGSPACE)
(aka NLOGSPACE)
(aka PTIME)

(aka NPTIME)

(aka EXPTIME)

(aka NEXPTIME)

O nk
fur die es einen Exponenten k gibt, so dass £ in DTIME(Z2 | )) ist.

Die Klasse ELEMENTARY ist die Klasse der elementaren Probleme, also Probleme, die sich fiir

eine Konstante m in m-fach exponentieller Zeit I6sen lassen. Es gilt

ELEMENTARY = U mEXP .

meN,
m>0
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(Wir werden spater sehen, dass es keine Rolle spielt, ob man in der Definition von
ELEMENTARY deterministische oder nichtdeterministische Klassen, und ob man Zeit- oder
Platzkomplexitatsklassen verwendet). Wichtig ist, dass auch hier die Zahl m konstant ist und
nicht von der Eingabegrof3e abhangt.

Es gibt nicht-elementare Probleme, zum Beispiel Probleme, bei denen die Laufzeit eines je-
den Entscheidungsverfahrens f(n)-fach exponentiell ist, wobei f(n) eine Funktion in der Ein-
gabegrofe ist.

Im Allgemeinen sieht man P als die Klasse der effizient I6sbaren Probleme an. Da fiir jedes
solche Problem der Exponent konstant ist, kann man auch sehr grof3e Instanzen noch mit
ertraglichem Zeitaufwand I6sen.

In unseren Definitionen der grundlegenden Klassen wie z.B. DTIME, haben wir die Anzahl der
Bander spezifiziert. Die robusten Komplexitatsklassen wie z.B. P haben wir dann allerdings
Uber Ein-Band-TMs definiert. Das folgende Lemma setzt die Zeit- und Platzklassen fiir Ein-
und Mehrband-Maschinen in Relation.

7.12Lemma
Fir jede Funktion £: N - N und jede Zahl k € N gilt

DTIME,(f) € DTIME; (f- f), DSPACE,(f) € DSPACE, (f),
NTIME,(f) € NTIME, (- f), NSPACE,(f) € NSPACE, (f) .

Beweis:
Zu einer Maschine M mit k-Bindern l3sst sich eine dquivalente TM M' mit nur einem Band
konstruieren, sieche Lemma [1.8.

Pro Schritt von M muss M' einmal das gesamte Band durchgehen. Da M pro Schritt maximal ei-
ne Zelle auf jedem Band neu beschreiben kann, ist die Zeitschranke fauch eine obere Schran-
ke fiir den Platzverbrauch von M. Die 1-Band-TM braucht also maximal f(n) viele Schritte pro
Schritt von M auf einer Eingabe der Lange n, und damit insgesamt f(n) - f(n) viele Schritte.

Um zu sehen, dass eine Platzschranke f fiir M auch eine Platzschranke fiir M' ist, beobachte
man, dass der Inhalt des einen Bandes von M’ so lange ist wie der langste Inhalt eines Bandes
von M.

In Lemma haben wir 1-Band-TMs betrachtet, mit einem analogen Beweis kann man aller-
dings auch das Lemma fiir Maschinen mit Arbeitsband zeigen. ]
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7.13 Korollar
Die Definitionen der robusten Komplexitatsklassen sind unabhangig von der Anzahl der ver-
wendeten Bander, z.B. gilt

P=[ [ JommE.(O(n")).

k'eN keN

L= | J DSPACE(O(logn)).

k'eN

D) Komplementklassen

Wir wollen auch Komplementklassen kennen lernen.

Zundchst erinnern wir uns daran, dass zu einem Problem (also einer Sprache) £ ¢ ¥ das
Komplementproblem als
L=3"\L

definiert war. Dies bedeutet, dass die Ja- und die Nein-Instanzen vertauscht werden.

7.14 Definition
Sei C eine Klasse von Problemen. Dann ist die Komplementklasse von C

coC={Z|£€C}

die Klasse aller Komplementprobleme zu Problemen in C.

Man beachte, dass coC nicht das Komplement von C ist, sondern die Komplemente der Pro-
bleme in C beinhaltet.

7.15 Beispiel
Sei
UNSAT = {F eine Boolsche Formel | F nicht erfiillbar}.

Dann ist UNSAT € coNP, da UNSAT = SAT € NP.

Das Ziel dieser Vorlesung sind es

1. Die definierten Komplexitatsklassen zu verstehen, insbesondere welche Probleme sie
enthalten und welche Form die zugehdorigen Algorithmen haben, und

2. die Zusammenhange zwischen den Komplexitatsklassen zu verstehen.
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7. Zeit- und Platzkomplexitat

Ein einfaches Resultat zu Punkt 2 ist, dass die deterministischen Klassen mit ihren Komple-
mentklassen lbereinstimmen.

7.16 Lemma
Fur jede Funktion £ N — N und alle k € N gilt

DSPACE,(f) = coDSPACE,(f), DTIME,(f) = coDTIME,(f) .

Beweis:
Ein deterministischer Entscheider fur ein Problem wird zu einem deterministischen Entschei-
der fir das Komplementproblem, in dem man die Rollen von g, und g, vertauscht. Die

resultierende Maschine hat den gleichen Zeit- und Platzverbrauch. ]
7.17 Korollar
Es qgilt

L = col, PSPACE = coPSPACE, P = coP.

7.18 Definition
Eine Komplexitatsklasse C heiflt abgeschlossen unter Komplement, falls fur alle L € C gilt
dassL € C.

7.19 Behauptung

C=coC gdw. C abgeschlossen unter Komplement

gdw. C abgeschlossen unter Komplement

Ob die nichtdeterministische Komplexitatsklassen abgeschlossen unter Komplement sind,
also z.B. NL = coNL, NPSPACE = coNPSPACE, NP = coNP, gilt, ist jeweils eine nicht-triviale
Fragestellung. Wir werden uns spater mit dieser Frage beschaftigen und feststellen, dass die
ersten beiden Gleichheiten gelten. Das Problem NP Z coNPist offen, man glaubt allerdings,
dass die beiden Klassen unterschiedlich sind.

Weitere Resultate zu Punkt 2 sind die folgenden Inklusionen innerhalb der Komplexitatsklas-
sen.

7.20 Lemma
Fur jede Funktion N = N gilt

1. DTIME(f(n)) € NTIME(f(n)),

2. DSPACE(f(n)) € NSPACE(f(n)),
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7. Zeit- und Platzkomplexitat

3.

4.

DTIME(f(n)) € DSPACE(f(n)) und NTIME(f(n)) € NSPACE(f(n)),

DSPACE(f(n)) < DTIME(2”""") und NSPACE(f(n)) < NTIME(27V")

Beweis:

Zu 1.und 2. Jede DTM kann auch als NTM mit dem gleichen Platz- und Zeitverbrauch gese-

Zu 3.

Zu 4.

hen werden.

Da wir in jedem Berechnungsschritt nur eine Zelle besuchen kénnen, kann die Turing-
Maschine in f(n) Berechnungsschritten auch nur héchstens f(n) verschiedene Zellen
besuchen und beschreiben.

Sei M € DSPACE(f(n)) ein Entscheider, welcher f(n) Platz auf dem Arbeitsband beno-
tigt. Da M ein Entscheider ist, muss er auf jeder Eingabe und jeder Berechnung hal-
ten. Nehmen wir der Einfachheit halber erstmal an, dass M deterministisch ist. Fiir eine
Berechnung von M bedeutet dies, dass es fiir jede Konfiguration genau eine eindeuti-
ge Nachfolger-Konfiguration hat. Falls wahrend einer Berechnung eine Konfiguration
¢ zum zweiten Mal erreicht wird, bedeutet das,

- dass es erstens eine Schleife von ¢ nach c in der Konfigurationsfolge gibt und

- zweitens, dass diese Schleife nicht mehr verlassen werden kann, da sich M beim
zweiten Betreten von c so verhalten muss wie beim ersten Betreten.

Daraus folgt, dass in keiner Berechnung eines (deterministischen) Entscheiders eine
Konfiguration zweimal vorkommen kann. Also ist die maximale Lange einer Berech-
nung durch die Anzahl der méglichen Konfigurationen beschrankt. Da eine Konfigu-
ration aus drei Komponenten, namlich dem Zustand der TM, dem f(n)-beschrankten
Bandinhalt und der Kopfposition auf dem Band, besteht, gibt es maximal

Q] * 2™ % fn) = 27

viele unterschiedliche Konfigurationen von M.

Fir nicht-deterministische Entscheider M ist der Beweis analog. Hier fordern wir, dass
M auf jeder moglichen Berechnung zu der Eingabe hilt. Falls aber in einer Berechnung
eine Konfiguration ¢ zum zweiten Mal gesehen wird, kann sich M immer wieder wie
beim ersten Betreten von c verhalten und somit in eine nicht-haltende Schleife von ¢
nach c laufen.
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8. Eine Landkarte der Komplexitatstheorie

Unser Studium der Relationen zwischen den Klassen wird schlussendlich folgendes Bild er-
geben.

£6 #6

+6

v NP
1 3 c 3 1 2
L € NL € P - PSPACE < EXP € NEXP <€ EXPSPACE
S c
s 7 coNP 5 Il 4
coNL NPSPACE
I
coNPSPACE

1. Wie bereits gezeigt ist Nichtdeterminismus machtiger als Determinismus. Es gilt also
L € NL,P € NP und EXP € NEXP. Analog kann man P € coNP beweisen.

2. Wir haben bereits gesehen, dass jede Zeitschranke auch eine Platzschranke ist. Die-
ses Resultat lasst sich erweitern, um zusatzlich sogar zu zeigen, dass sich nicht-
deterministische Maschinen mit Zeitverbrauch t durch deterministische Maschinen mit
Platzverbrauch t simulieren lassen.

3. Eine Maschine mit Platzschranke t lasst sich — selbst wenn sie nicht-deterministisch ist
— durch eine deterministische Maschine mit Zeitschranke 2" simulieren.

4. Der Satz von Savitch zeigt, dass NSPACE(f) <  DSPACE(f-f). Daraus folgt

PSPACE = NPSPACE, und damit, da PSPACE = coPSPACE gilt, auch
NPSPACE = coNPSPACE. Der Satz zeigt jedoch nicht L = NL, ob dies gilt, ist nach wie
vor offen.

5. Der Satz von Immerman und Szelepcsényi zeigt, dass NL = coNL gilt.

6. Die Hierarchie-Resultate fiir Zeit und Platz zeigen, dass man mit exponentiell mehr
Zeit bzw. Platz echt mehr Probleme |6sen kann. Daher gilt NL ¢ PSPACE, P ¢ EXP und
PSPACE ¢ EXPSPACE.

Ob die anderen Inklusionen echte Inklusionen oder Gleichheiten sind, ist bislang offen. Ins-
besondere ist das beriihmte P = NP-Problem sowie NP = coNP ungel6st. Man vermutet, dass
alle Inklusionen strikt sind.
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Nun wollen wir die robusten Komplexitatsklassen im Detail untersuchen, beginnend mit L
und NL. Wir wollen Sprachen (Probleme) kennen lernen, die sich mit logarithmisch viel Platz
(nichtdeterministisch bzw. deterministisch) I6sen lassen. Intuitiv, handeln die Sprachen in
L vom Arithmetik und die Probleme in NL von Pfaden. Ob L = NL qilt, ist offen, aber wir
versuchen die beiden Klassen voneinander abzugrenzen. Hierzu werden wir Sprachen in NL
identifizieren, von denen man glaubt, dass sie nichtin L liegen. Diese Sprachen werden durch
den Begriff der Vollstandigkeit flir die Klasse NL charakterisiert. Eine Sprachen ist vollstandig
fur eine Komplexitatsklasse, wenn sie erstens in der Klasse enthalten ist (mit den gegebenen
Ressourcen geldst werden kann) und zweitens hart fir die Klasse ist.

A) Reduktionen und Vollstandigkeit

Formal nennen wir eine Sprache NL-hart oder NL-schwer, wenn sie mindestens so schwer ist
wie jede andere Sprache in NL.

Wenn man zeigen kdnnte, dass eine dieser Sprachen nicht in L ist, waren damit alle diese
Sprachen nicht in L. Falls eine dieser Sprachen in L liegt, liegen sie alle in L, und damit wirde
L = NL gelten.

Im Folgenden lernen wir Techniken kennen, um Sprachen als schwer nachzuweisen. Was be-
deutet es, zu zeigen, dass eine Sprache mindestens so schwer ist, wie jede andere Sprache in
NL? Um dies formal zu definieren mochten wir wieder Many-One-Reduktionen nutzen.

Die Many-One-Reduktionen, die wir im Teil der Vorlesung zu Entscheidbarkeit kennen ge-
lernt haben, sind zu machtig. Wir missen vermeiden, dass die Reduktion (also die Turing-
Maschine, welche die Reduktion berechnet) bereits einen Teil der Berechnung der Losung
des Problems vornimmt.

9.1 Definition
Sei R eine Klasse von Funktionen. Eine Sprache (oder Problem) A € 37 heilt R-many-one-
reduzierbar auf eine Sprache B ¢ 35, falls es eine Funktion f € ¥7 — X5 mit f € R gibt, so dass
fir alle x € 37 gilt:

x€A gdw. f(x)eB.

Wir nennen f die Reduktion und schreiben A sf,, B.

9.2 Definition
Sei C eine Komplexitatsklasse, R eine Menge von Funktionen und B eine Sprache.
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a) Die Sprache B heil3t C-schwer beziiglich R-many-one Reduktionen (oder C-hart beziig-
lich R-many-one Reduktionen) falls sich alle A € C mit mit R-many-one-Reduktionen auf
B reduzieren lassen:
VAeC:A< B.

Intuitiv bedeutet dies, dass B mindestens so schwer wie jede Sprache in C ist.
b) B heil3t C-vollstandig beziiglich R-many-one Reduktionen falls
« BinC liegt (,Membership”) und
+ B(C-schwer bezliglich R-many-one Reduktionen ist (,Hardness”).

Intuitiv bedeutet dies, dass B das schwerste Problem in C ist.

Wenn B € C ist, sagen wir auch, dass C eine obere Schranke fiir die Harte von B ist. Wenn B
C-schwer ist, dann ist C eine untere Schranke fiir die Harte von B.

Damit Reduktionen nitzlich sind, sollten sie zwei Eigenschaften erfiillen.

(1) Wenn wir zwei Komplexitatsklassen vergleichen, gibt es eine, von der wir vermuten, dass
sie die machtigere der beiden Klassen ist. Die Reduktionen, die wir betrachten, sollten
schwacher sein, als diese Klasse. Ansonsten kann ein signifikanter Teil der Berechnung der
Sprache, welche wir reduzieren wollen, bereits durch die Reduktion berechnet werden.

Fir eine Komplexitatsklasse C, die wir betrachten, sollte gelten: Wenn Problem A auf Pro-
blem B R-many-one-reduzierbar ist, und B € C gilt, dann sollte auch A € C folgen.

Anders formuliert: Die Komplexitatsklasse C sollte abgeschlossen unter R-Many-One-
Reduktionen sein.

(2) Reduzierbarkeit sollte eine transitive Relation sein.

Insbesondere sollte, wenn A eine C-schwere Sprache istund A <., B gilt, auch B C-schwer
sein.

9.3 Bemerkung
Die Reduktionen, die wirim zweiten Teil der Vorlesung betrachtet haben, waren R-Many-One-
Reduktionen fiir R gleich der Klasse der totalen berechenbaren Funktionen.

In der Komplexitatstheorie werden insbesondere zwei Klassen von Funktionen R verwendet:
- die Reduktionen, die in Polynomialzeit berechenbar sind (<*°”) und

- die Reduktionen, die mit logarithmischem Platz berechenbar sind (sﬁ,‘,’,g).

82



9. Lund NL

9.4 Definition
Eine Funktion f: 3] — 3 ist logspace-berechenbar, wenn es eine deterministischen Turing-
Maschine mit speziellem Ein- und Ausgabeband gibt, wobei

- das Eingabeband mit Alphabet X, read-only ist,

- das Ausgabeband mit Alphabet X, write-only ist (sobald ein Symbol geschrieben ist,
bewegt sich der Kopf nach rechts) und

« das Arbeitsband mit Alphabet I read-write ist.
Des Weiteren, ist die Turing-Maschine
. total,

- hilt zu jeder Eingabe x € X} nach endlich vielen Schritten und hat f(x) € X5 auf das
Ausgabeband geschrieben und

- der Speicherverbrauch ist durch O(log n) beschrankt.
In der Literatur heif3t diese DTM auch Logspace-Transducer.

Analog ist eine Funktion . X7 — X; in Polynomialzeit berechenbar, wenn es eine determi-
nistischen Turing-Maschine wie im obigen Fall gibt, die allerdings O(nk)—zeitbeschrénkt far
eine von der Eingabegrof3e unabhangige Konstante k ist (anstatt O(log n)-platzbeschrankt
zu sein).

9.5 Bemerkung

Man beachte, dass wir den Platzverbrauch auf Ein- und Ausgabeband nicht mitzahlen, aller-
dings haben wir durch die read-only- bzw. write-only-Anforderung sichergestellt, dass der
Logspace-Transducer diese Bander nicht zum Rechnen zweckentfremden kann.

9.6 Definition

Eine Sprache A ¢ 37 heift logspace-(many-one-)reduzierbar auf eine Sprache B € ¥, wenn
A R-many-one-reduzierbar auf Bist mit R gleich der Klasse der logspace-berechenbaren Funk-
tionen. Wir schreiben A <% B.

Durch Einsetzen der Definition erhalten wir die folgende explizitere Definition: Eine Spra-
che A ¢ 3] heit logspace-(many-one-)reduzierbar auf eine Sprache B ¢ ¥, wenn es eine
logspace-berechenbare Funktion £: X7 - X; gibt, so dass fiir alle x € X" gilt:

x€A gdw. flx)eB
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Eine Sprache A € X heiBt in Polynomialzeit reduzierbar (many-one-)reduzierbar oder po-
lynomiell reduzierbar auf eine Sprache B € 33, wenn A R-many-one-reduzierbar auf B ist mit
R gleich der Klasse der in Polynomialzeit berechenbaren Funktionen. Wir schreiben A sf,?’y B.

Intuitiv sind die logspace-Reduktionen die Reduktion, die zur Klasse L korrespondieren, und
die polynomiellen Reduktion die Reduktionen, die zur Klasse P korrespondieren.

Wir werden spater sehen, dass L € P und sogar NL € P gelten. Dementsprechend ist je-
de logspace-Reduktion auch eine polynomielle Reduktion. Zu zeigen, dass etwas logspace-
reduzierbar ist, ist eine starkere Aussage, als zu zeigen, dass es in Polynomialzeit reduzierbar
ist.

9.7 Lemma
Falls A <29 B, dann auch A <*¥ B.

Es ist allerdings nicht bekannt, ob logspace-Reduktionen echt starker als polynomielle Re-
duktionen sind.

Wenn wir die Klassen L und NL untersuchen méchten, ergibt es wenig Sinn, Polynomialzeit-
Reduktionen zu betrachten. Wie oben in Punkt (1) erldutert sind die Reduktionen machtiger
als die Klassen und erlauben es damit, die Berechnung der Lésung des zu reduzierenden
Problems in die Reduktion zu verlagern. Wir werden uns daher zundchst auf die logspace-
Reduktionen konzentrieren. Polynomialzeit-Reduktionen haben aber im Wesentlichen die-
selben prinzipiellen Eigenschaften wie z.B. Transitivitat.

Wir beweisen nun, dass logspace-Reduzierbarkeit eine transitive Relation ist, also Punkt (2)
oben erfiillt.

9.8 Lemma
Esseienf: Y] - X5 und g : 35 - X3 logspace-berechenbare Funktionen. Dann ist auch ihre
Verkettung g o £: 3] = 33 eine logspace-berechenbare Funktion.

Insbesondere folgt aus A <9 Bund B <Y Cauch A <% C.

Beweis:
Es seien Myund M, die Turing-Maschinen, die die Berechnung von fund g in logarithmischem
Platzverbrauch berechnen. Sei x € 37 eine Eingabe.

Idee: Berechne f{x) durch Simulation von My, verwende danach M, auf Eingabe f(x) zur Be-
rechnung von g(f(x)).

Problem: Wir haben bei logspace-berechenbaren Funktionen nur den Platzverbrauch auf
den Arbeitsbandern beschrankt. Die Ausgabe f(x) von M; kann mehr als logarithmisch viel
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Platz brauchen, und ist damit zu grof3, um auf einem Arbeitsband zwischengespeichert wer-
den zu kdnnen.

Losung: Berechne f(x) bitweise on-demand und verwende den Speicherplatz wieder.
Wichtig hierfir ist,

- dass die Ausgabe f(x) hochstens polynomiell groB ist und

- dass jede Zelle von f(x) logspace-berechenbar ist.
Behauptung: f(x) ist hochstens polynomiell gro3
Eine Konfiguration von M zu Eingabe x ist gegeben durch

- Kontrollzustand,

- Eingabe x,

« Inhalt der Arbeitsbander,

+ Inhalt des Ausgabebands,

- Kopfpositionen auf den Bandern.

Wir beobachten, dass zum Einen das Eingabeband read-only ist und sich wahrend der Berech-
nung nicht verandert; wir brauchen diese also nicht weiter betrachten. Zum anderen ist das
Ausgabeband write-only, M, darf sein Verhalten also nicht davon abhangig machen, was be-
reits auf das Ausgabeband geschrieben wurde. Wenn wir nun untersuchen wollen, nach wie
vielen Schritten M¢ halt, kdnnen wir sowohl den Inhalt der Ausgabe als auch die Kopfposition
in der Ausgabe vernachlassigen.

Essentiell fiir eine Konfiguration ist der Inhalt der Arbeitsbander. Da M; logarithmischen
Platzverbrauch hat, gibt es Konstanten d', d", so dass der Inhalt jeden Arbeitsbandes durch
d -logn + d" beschrankt ist.

Wir haben fiir jede Zelle des Arbeitsbandes nur || viele Moglichkeiten, es gibt also

| r|d'-log n+d"
viele Moglichkeiten fiir den Bandinhalt.
Insgesamt gibt es héchstens
Q] - k- |I'|d"|°9"+d" . n . k-d-logn+d"
— — ~ . . )

Kontrollzustande Inhalt der Arbeitsbinder Kopfposition in der Eingabe  opfpositonen in den Arbeitsbindern

viele Konfigurationen zu Eingabe x, wobei hier k die Anzahl der Bander ist.
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Wichtig ist, das |Q|, ||, k,d", d" Konstanten, also unabhangig von der Eingabe x, sind. Des

d"-logn+d’

Weiteren kdnnen wir |T| umschreiben zu

" " . n\log|r] . n\log|r|
log|l|-d"log n+d d-logn d d d
ploglld log :(2 9-2) —(n .2) .

Dieser Ausdruck ist in (’)(nd) fur eine geeignete Konstante d, also polynomiell.

Angenommen M;wirde eine Konfiguration wahrend der Berechnung wiederholen. Dies wiir-
de bedeuten, dass Min eine Schleife lauft. (M¢ist deterministisch und wird daher diese Konfi-
guration wieder und wieder besuchen!) Wir erhalten einen Widerspruch zur Annahme, dass
M fiir alle Eingaben nach endlich vielen Schritten halt, also insbesondere fiir x.

M; halt also nach héchstens polynomiell vielen Schritten. Da pro Schritt maximal eine Zel-
le der Ausgabe geschrieben werden kann, ist damit auch die Lange der Ausgabe durch ein
Polynom beschrankt.

Behauptung: Fiir jede Zahl i ist die Stelle (f(x)), logspace-berechenbar
Wir konstruieren eine Turing-Maschine M;, die die i-te Zelle (f(x)); von f(x) berechnet.

M; verhalt sich zunachst wie M. Zusatzlich halt sich M; einen Zahler count (in Binarkodierung),
der initial mit i belegt ist. Solange count > 0 gilt, wird jedes Mal wenn M, eine Zelle der Ausga-
be schreiben mochte, diese Ausgabe verworfen, aber der Zahler dekrementiert (count — -).
Wenn count = 0 gilt, wird als nachstes M; die i-te Zelle der Ausgabe schreiben. M; schreibt
diese Zelle und akzeptiert.

Falls M halt, bevor die i-te Zelle geschrieben wurde, schreibt M; ein Leerzeichen als Ausgabe
und halt.

Beweis der eigentlichen Aussage

Wir konstruieren nun, eine Maschine, die g o f mit logarithmischen Platzverbrauch. Die Idee
ist, dass wir M, auf Eingabe f(x) simulieren. Wir stellen uns vor, dass Myor €in Band hatte, auf
dem f(x) steht.

Dies ist aus den bereits erlauterten Griinden nicht wirklich der Fall. In Wirklichkeit halt sich
M,.r €inen Zahler, in welcher Zelle dieses imaginaren Bandes M, ist. Wenn immer M, auf die
i-te Zelle von f(x) zugreifen mochte, berechnen wir diesen Wert.

Wenn My, schreibt die selbe Ausgabe und akzeptiert wie die Simulation von M, auf f(x). Also
berechnet My in der Tat g(f(x))).

Gemal unserer obigen Diskussion ist der Wert des Zahlers i durch O(nd) beschrankt, wenn
wir ihn Binar speichern, bendtigen wir also nur (’)(Iog(nd)) = O(d-logn) = O(logn) viele
Zellen. Die Werte (f(x)); konnen mit logarithmischem Platz berechnet werden, und da sie nur
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eine einzige Zelle belegen, kdnnen wir sie auch jeweils speichern. Wichtig ist, dass wir den
Speicherplatz fiir die aktuelle Zelle und die entsprechende Berechnung wiederverwenden
konnen. Insgesamt erhalten wir, dass M,.r nur logarithmisch viel Platz braucht. ]

Wir wollten dass unsere Reduktionen nicht zu machtig sind (Punkt (1) oben). Das folgende
Lemma zeigt, dass fur die Klasse L die logspace-Reduktionen bereits zu machtig sind.

9.9 Lemma
Sei X ein endliches Alphabet.

a) Eins Sprache £ < =* ist in L genau dann, wenn £ <9 {1}.
Hier bezeichnet {1} die Sprache {1} < {0, 1}".

b) Jede Sprache £ € X" inL mit £ # @ und £ # X" ist bereits L-vollstindig (beziiglich
logspace-many-one-Reduktionen).

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Esistalso nursinnvoll, Reduktion zu betrachten, die schwacher sind als die betrachtete Klasse.

Viele Klassen sind abgeschlossen unter logspace-Reduktionen

9.10 Lemma
Sei A sﬁg B. Wenn Bin L bzw. NL bzw. P ist, dann ist auch A in L bzw. NL bzw. P.

Das folgende Lemma zeigt, dass sich schwere Probleme tatsachlich dazu eignen, die Klas-
sen voneinander abzugrenzen. Sollte es mdglich sein, ein hartes Problem in einer Klasse mit
weniger Aufwand zu |6sen, dann fallen die entsprechenden Klassen zusammen.

9.11 Lemma
Sei A eine Sprache.

a) Falls A NL-schwer beziiglich logspace-many-one-Reductions ist und A € L gilt, dann folgt
NL = L.

b) Falls A P-schwer beziiglich logspace-many-one-Reductions ist und A € NL gilt, dann folgt
NL = P.
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B) PATH ist NL-vollstandig

Die wichtigsten Probleme in der Klasse NL sind Pfadprobleme, also Probleme, bei denen es
darum geht, die (Nicht-)Existenz von Pfaden in Graphen zu untersuchen.

Pfadexistenz (PATH)
Gegeben:  Gerichteter Graph G = (V, R), Quellknoten s € V, Zielknoten t € V
Entscheide: Gibt es einen Pfad von s nach tin G?

Um dieses Problem als Wortproblem aufzufassen, miissen wir festlegen, wie ein gerichteter
Graph G kodiert werden soll. Wir konnen davon ausgehen, dass die Knoten V = {1,...,n}
durchnummeriert sind. Dies erlaubt es uns, einen Knoten i durch die Binardarstellung bin(/)
zu reprasentieren. Die Kanten im Graphen kénnen wir auf verschiedene Arten kodieren (z.B.
als Matrix oder Adjazenzliste). Wir gehen hier von einer Kodierung als Adjazenzliste aus, zu
jedem Knoten i gibt es also einen Liste

adji =i _)j17j27 B 7jk;

wobei j;, .. . ji, die Knoten sind, zu denen i eine ausgehende Kante hat. Die Zahlen i, j;, .. . ji,
konnen wir wieder wie Ublich binar kodieren.

Insgesamt kodieren wir dann einen Graphen G mit n Knoten als Wort
adj,;...;adj, .

Im Folgenden werden wir einen Graphen mit seiner Kodierung identifizieren. Wir kdnnen
PATH damit als Wortproblem

PATH = {G#s#t | G kodiert einen Graphen, in dem es einen Pfad von s nach t gibt}

auffassen.

9.12 Lemma
PATH ist in NL.

Beweis:
Wir geben einen Algorithmus an, der PATH I6st und sich als nicht-deterministische Turing-
Maschine mit logarithmischen Platzverbrauch implementieren lasst.

Zundchst beobachtet man, dass, wenn es einen Pfad von s nach t gibt, es auch einen einfa-
chen Pfad gibt, also einen Pfad, der keinen Knoten doppelt beinhaltet: Ein Pfad mit Wiederho-
lungen lasst sich durch Entfernen der Schleifen in einen einfachen Pfad mit der selben Quelle
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und dem selben Ziel transformieren. Es gibt daher, wenn es einen Pfad gibt, einen Pfad der
Lange hochstens n = |V|, da Pfade mit Lange echt groBer als n zwangslaufig Wiederholungen
beinhalten.

Unser Algorithmus wird eine Sequenz von Knoten raten und verifizieren, dass es sich hierbei
um einen validen Pfad von s nach thandelt. Da wir nur logarithmisch viel Speicher verwenden
mochten, ist es uns nicht moglich, die komplette Sequenz zu speichern. Wir raten daher die
Sequenz Knoten flir Knoten, und vergessen immer alle au3er die beiden aktuellsten Knoten.
Dies erlaubt es uns, den Speicherplatz wiederzuverwenden.

Um sicherzustellen, dass wir nicht zu lange raten — wir mdchten ein Entscheidungsverfahren,
das garantiert terminiert - halten wir einen Zahler, den wir bei jedem geratenen Knoten in-
krementieren. Wenn der Wert n Giberschreitet, wissen wir, dass der geratene Pfad nicht mehr
einfach sein kann und brechen ab.

count =0
current ='s
while count < ndo
count + +
Rate Knoten new € {1, ..., n}
if new ist Nachfolger von current then
if new = tthen
return true
end if current = new
else

return false
end if
end while

return false

Die Uberpriifung, ob new Nachfolger von current ist, lasst sich durch Durchgehen der Adja-
zenzliste in der Eingabe durchfiihren.

Der Algorithmus ist korrekt: Wenn es einen einfachen Pfad von s nach t gibt, gibt es eine
Berechnung des Algorithmus, in dem genau dieser Pfad geraten wird und der Algorithmus
damit true zurlickgibt. Wenn der Algorithmus eine Berechnung hat, die true zurtickgibt, dann
gibt es auch einen Pfad von s nach t, namlich den in dieser Berechnung geratenen.

Es verbleibt zu argumentieren, dass der Algorithmus mit logarithmisch viel Speicherplatz im-
plementiert werden kann.

Der Zahler count ist in seinem Wert durch n beschrankt. Zudem werden zwei Knoten current
und new gebraucht, die ebenfalls als Zahl in {1, ..., n} gespeichert werden kénnen. Fiir die
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Uberpriifung, ob der neue Knoten Nachfolger des alten ist, werden gegebenenfalls weitere
Zeiger in die Eingabe bendtigt.

Wenn man all diese Zahlen in Binardarstellung speichert, werden jeweils hochstens log n Bits
(Zellen) benotigt. Nun beachte man, dass die Eingabe mindestens Lange n hat, da wir davon
ausgehen kénnen, dass jeder Knotenin {1, ..., n} eine Adjazenzliste hat, die mindestens eine
Zelle belegt. O

Wir haben nun bewiesen, dass PATH in NL I6sbar ist. Als nachstes wollen wir PATH als erstes
Problem, welches NL-vollstandig ist, nachweisen.

Die Schwierigkeit hierbei ist zu zeigen, dass sich jedes Problem aus NL auf PATH reduzieren
lasst. (Wir haben noch kein anderes Problem als vollstandig nachgewiesen, welches wir redu-
zieren konnten.)

Sobald die Harte von PATH bewiesen ist, kdnnen wir die Harte anderer Problem durch die
Reduktion von PATH beweisen. Andererseits kdnnen wir von anderen Problemen beweisen,
dass sie in NL I8sbar sind, indem wir sie auf PATH reduzieren

9.13 Theorem
PATH ist NL-vollstandig (beziiglich logspace-many-one-Reduktionen).

Beweis:
Wir miissen zeigen, dass

1. PATH in NL liegt und

2. dass PATH NL-hart ist (bezliglich logspace-many-one-Reduktionen).
Den ersten Punkt haben wir bereits in Lemma nachgewiesen.

Fir den zweiten Teil, missen wir jedes andere Problem in NL auf PATH reduzieren. Sei £ € NL
ein solches Problem. Es gibt eine NTM M mit durch O(log n)-beschrankten Platzverbrauch,
die £ entscheidet, also £L(M) = L.

Wir zeigen, dass es eine Funktion fy, gibt, die mit logarithmischem Platz berechenbar ist, mit:
Fir eine Eingabe x und den zugehérigen Funktionswert fy,(x) = G#s+#t gilt:

M akzeptiertx gdw. esgibtin G einen Pfad vonsnacht.

Hierbei ist G ein gerichtet Graph und s und t sind Knoten in G.

Der Graph G ist der Konfigurationsgraph von M zu Eingabe x. Seine Knoten sind Konfigu-
rationen mit Eingabe x und einem Bandinhalt, der durch O(log n) beschrénkt ist. Flr zwei
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Konfigurationen ¢;, ¢, beinhaltet der Graph eine Kante (c;, ¢;) genau dann, wenn ¢, ein mog-
liche Nachfolgekonfiguration von ¢; ist. Der Quellknoten s ist die Startkonfiguration von M,
d.h. initialer Kontrollzustand, Eingabe x und leeres Arbeitsband.

Wir gehen 0.B.d.A. davon aus, dass M eine eindeutige akzeptierende Konfiguration hat: Kon-
trollzustand q,.., Eingabe x, ein leeres Arbeitsband und Kopfposition auf dem Eingabeband
steht auf dem ersten Symbol der Eingabe. Diese Konfiguration ist der Zielknoten t. Zu jedem
Problem in NL gibt es eine solche Maschine: Zu einer Maschine M', die die Annahme nicht
erfillt, kdnnen wir eine Maschine M, die die gleiche Sprache akzeptiert und im wesentlichen
den gleichen Platz- und Zeitverbrauch hat, konstruieren, die am Ende der Berechnung vor
den Akzeptieren den Bandinhalt |6scht und den Kopf auf dem Eingabeband auf das erste
Symbol der Eingabe bewegt. M akzeptiert x genau dann, wenn es eine akzeptierende Be-
rechnung zu x gibt, also einen Pfad in G von s nach t.

Es verbleibt zu zeigen, dass fy, mit logarithmischem Platz berechnet werden kann. Die Schwie-
rigkeit hierbei ist es, den Graphen auszugeben.

Jede Konfiguration wird dargestellt durch Kontrollzustand, Kopfpositionen auf beiden Ban-
dern, und den Inhalt des Arbeitsbandes. Die Eingabe x bleibt wahrend der Berechnung un-
verandert und muss nicht kodiert werden, lediglich die Kopfposition der Maschine im Einga-
beband ist von Interesse.

Die Schwierigkeit bildet die Kodierung des Arbeitsbandes. Der Kontrollzustand bendétigt nur
eine Konstante Anzahl Zellen zur Kodierung, die Kopfpositionen lassen sich als Binarzahlen
jeweils in log|x| Bits speichern. Da der Platzverbrauch von M durch O(log n) beschrankt ist,
gibt es eine Konstante d, so dass sich der Inhalt des Arbeitsbandes durch ein Wort der Lange
d - log|x| darstellen lasst.

Insgesamt erhalten wir Konstanten d', d”, so dass jede Konfiguration von M sich als ein Wort
der Lange d' - log|x| + d" darstellen lasst.

Die DTM fiir f,, zahlt alle Worter der Lange d' - log|x| + d" auf und tiberpriift jeweils, ob Sie
die valide Kodierung einer Konfiguration sind. Die Worter, die diesen Test bestehen, werden
ausgegeben.

Die Ausgabe der Kanten lasst sich dhnlich realisieren: Es werden Paare (c;, ¢;) von solchen
Wortern aufgezahlt. Wenn beide valide Konfigurationen sind, und ¢, ein Nachfolger von c;
gemal3 der Transitionsrelation von M ist, wird die Kante ausgegeben.

Fir die Ausgabe des Graphen miissen also maximal zwei Konfigurationen gleichzeitig gespei-
chert werden. Die Berechnung von fy, lasst sich mit einem Arbeitsband, dessen Platz durch
O(log n) beschrankt ist, umsetzen. O

91



9. Lund NL

Man kann das Pfadproblem sogar auf sogenannte azyklische Graphen, also auf Graphen, in
denen es keine Kreise ¢ = ¢y —» ... = ¢, = c gibt, einschranken. Es bleibt NL-vollstandig.

Pfadexistenz in azyklischen Graphen (ACYCLICPATH)
Gegeben:  Gerichteter azyklischer Graph G = (V, R), Knotens, t € V

Entscheide: Gibt es einen Pfad von s nach tin G?

9.14 Lemma
Das Problem ACYCLICPATH ist NL-vollstandig.

Bereits im Beweis, dass PATH NL-schwer ist, sieht man ein Indiz fir dieses Lemma: Der Teil
des Konfigurationsgraphen von M, der von der Initialkonfiguration aus erreichbar ist, muss
azyklisch sein, da M sonst kein Entscheider ist. Da es aber nicht-azyklische Teile des Graphen,
die nicht erreichbar sind, geben kann, ist dies noch kein formaler Beweis. Eine Reduktion von
PATH auf ACYCLICPATH ist eine Ubungsaufgabe.

C) 2SAT ist NL-vollstandig

Wir interessieren uns insbesondere fiir die Komplexitat von Problemen, deren Eingabe die
.Theoretische Informatik I” bekannten endlichen Automaten bzw. die aus ,Einfihrung in die
Logik” bekannten aussagenlogischen Formeln sind. Hier wollen wir die Erfiillbarkeit von aus-
sagenlogischen Formeln in konjunktiver Normalform betrachten.

Sei X, X1, X5, . . . eine abzahlbar unendliche Menge von Aussagenvariablen. Ein Literal L ist
von der Form x; (positiv) oder —x; (negativ). Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen,

C=L-|V...Lk.

Eine aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform (CNF) ist eine Konjunktion von
Klauseln
F=CA...ANC,.

Belegungen und die Auswertung von Formeln sind dabei wie tiblich definiert. Wir identifizie-
ren0 £ false,1 £ true.

Erfiillbarkeit von aussagenlogischen Formeln in CNF (SAT)

Gegeben: Eine Formel Fin CNF

Entscheide: Ist F erfiillbar, d.h. gibt es eine Belegnung ¢ mit ¢(F) = true?

SAT steht fiir Satisfiablity, also Erfillbarkeit.
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Man interessiert sich insbesondere fiir die Abhangigkeit der Harte dieses Problems von diver-
sen Parametern, z.B. der Gro3e der Klauseln. Sei k > 0 eine natrliche Zahl. Eine Formel F ist
in k-CNF, wenn sie in CNF ist, und jede Klausel aus héchstens k Literalen besteht.

Erfiillbarkeit von aussagenlogischen Formeln in k-CNF (kSAT)

Gegeben: Eine Formel Fin k-CNF
Entscheide: Ist F erfiillbar, d.h. gibt es eine Belegnung ¢ mit ¢(F) = true?

Man beachte, dass k nicht Teil der Eingabe, sondern fixiert ist. Wir werden uns spater mit SAT
und kSAT fir k > 2 beschaftigen. 1SAT ist trivial. In diesem Kapitel betrachten wir 2SAT.

9.15 Theorem
Das Problem 2SAT ist NL-vollstandig.

Es sind zwei Dinge zu zeigen:

+ ,Membership”: Wir zeigen zunachst, dass 2SAT in coNL enthalten ist, also dass das Kom-
plementproblem 2SAT in NL liegt. 2SAT € NL folgt dann mit dem Satz von Satz von
Immerman und Szelepcsényi, welcher aussagt, dass NL = coNL.

. ,Hardness”: 2SAT ist coNL-schwer. Wir reduzieren ACYCLICPATH. Genau wie
ACYCLICPATH, ist auch ACYCLICPATH NL-schwer.

9.16 Lemma

2SAT ist in coNL.

Fir eine gegebene 2CNF F konstruieren wir einen Graphen G = (V, E¢) wie folgt:

« Es gibt fiir jede Variable x, die in F vorkommt zwei Knoten x, —x, also einen pro Literal.

Ve = {x, -x | xist Variable in F}

- Es gibt Kanten a » B und =8 - —a falls —a v B eine Klauseln in F ist. Fir Klauseln die
aus nur einem Literal a bestehen, erhalten wir die Kante -a - a.

E= J L) (L-t)u (| {L0)

(-LyvLp)isa (L)isa
clause of F clause of F
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Mit L ist hiermit das negierte Literal gemeint, also =(x) = -=x und —(-x) = x. Die Kanten von
Gr korrespondieren zu Implikationen. Die Klausel —L; Vv L, ist in der Tat logisch aquivalent zu
den Implikationen L; = L, und =L, = —L,. Fir Klauseln, die aus einem Literal bestehen, gilt

Lelvie-L->L.

Pfade in Gr entsprechen also ebenfalls Implikationen, denn Implikation ist transitiv.

Man beachte auch die folgende Symmetrie in Gg: Es gilt L; — L, gdw. =L, = —L;.

Wir betrachten ein Beispiel flir die Konstruktion
9.17 Beispiel
Sei
F=(-xVYy)A(-yVvZ)A(xVazZ)A(zVYy).

Wir konstruieren G und erhalten

GF = {X7y727 —X, Y, —|Z}

Er ={(x.y), (-5, %), (v, 2). (=2, 7y). (2, %), (=%, =2), (=2, y), (. 2)} .

Die Folgende Abbildung stellt den Graphen dar.

@/\

Das Folgende Lemma ist wichtig, um die Korrektheit unserer Reduktion nachzuweisen.

9.18 Lemma
Eine 2CNF Formel F ist unerfillbar genau dann, wenn es eine Variable x gibt, so dass es in G¢
einen Pfad von x nach —x und einen Pfad von —x nach x gibt.
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Funerfillbar gdw. 3x:x ¢ —x, —=x —¢ X

Beweis:
Angenommen, die beiden Pfade existieren, aber es gabe dennoch eine erfiillende Belegung
@ fir F. O.b.d.A. nehmen wir ¢(x) = 1 an.

Wir erhalten ¢(-x) = 0. Da es einen Pfad von x nach -x gibt, gibt es eine Kante L - L' auf
dem Pfad mit ¢(L) = 1und @(L') = 0. Dieser Kante entspricht die Klausel =L v L' in der Formel.
Diese Klausel wird ausgewertet zu

@(=L v L) =min(1-o(L), p(L) = 0.
Daher gilt ¢(F) = 0, ein Widerspruch dazu, dass ¢ die Formel F erfiillt.

Der Fall p(x) = 0lasst sich ahnlich behandeln, hierbei muss der Pfad von —x nach x betrachtet
werden.

Fur die andere Richtung nehmen wir an, dass es die Pfade nicht gibt, und konstruieren eine
erflllende Belegung ¢. Dies erledigt der folgenden Algorithmus.

while es gibt noch ein Literal ohne Wahrheitswert do

Wahle Literal L, so dass es keinen Pfad von L nach =L gibt
for Literal L', das von L aus erreichbar ist, also L =" L' do

‘ Setze (L) = 1.

end for

for Literal L', von dem aus —L erreichbar ist, also L' -»* —L do
‘ Setze ¢(L') = 0.

end for

end while

Wir missen begriinden, dass die resultierende Belegung ¢ eine wohldefinierte Belegung ist,
die F erfillt.

Zunachst beobachte, dass ein Literal L' und seine Negation —L' im gleichen Durchlauf der
While-Schleife belegt werden. Wenn es einen Pfad L =" L' gibt, dann gibt es aufgrund der
Symmetrie im Graphen auch einen Pfad —L' =™ L.

« Dieresultierende Belegung weist jedem Literal einen Wahrheitswert zu: Sei L ein Literal,
dem noch kein Wahrheitswert zugewiesen ist. Dann ist auch =L noch nicht belegt. Falls
wir L nicht auswahlen kdnnen (weil es einen Pfad von L nach -L gibt), dann kénnen wir
-L auswahlen. Falls es einen Pfad von —L nach L gabe, wiirden wir einen Widerspruch
zur Annahme erhalten.
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- Die resultierende Belegung ist wohldefiniert. Angenommen es gabe ein Literal L', so
dass L und L' den selben Wahrheitswert haben. Da die beiden im selben Durchlauf
ihren Wert erhalten, sagen wir im Durchlauf, in dem Literal L gewahlt wird, gibt es ent-
weder Pfade von L sowohl nach L als auch nach =L, oder =L ist sowohl von L' als auch
=L" erreichbar ist. Wir behandeln den ersten Fall, der zweite ist analog.

EsgeltealsoL »* L'und L »* =L'". Aufgrund der Symmetrie im Graphen gilt dann auch
—L" - =Lund L' =" =L Wirerhalten L =" L' - =L, ein Widerspruch zur Wahl von L im

Algorithmus.

« Die resultierende Belegung erfiillt F. Wenn L ein Literal ist, das auf 1 gesetzt ist, dann
gibt es kein von L aus erreichbares Literal, das auf 0 gesetzt ist. Alle im Graph kodierten
Implikationen sind also erfiillt, damit werden alle Klauseln und auch Fzu 1 ausgewertet.

]

9.19 Beispiel
Wir setzen das obige Beispiel fort und konstruieren eine erfiillende Belegung wie im Beweis.

O
()

Wir kdnnen das Lemma nun beweisen. Wie bereits gesagt beweisen wir, dass das Komple-
mentproblem in NL ist.
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Beweis:
Der folgende Algorithmus 16st 2SAT in NL.

Eingabe: 2CNF F
Ausgabe: true falls F unerfillbar

Konstruierte G,.

for Variable x in F do
if GH#x#-x € PATH und G#-x#x € PATH then
‘ return true
end if

end for

return false

9.20 Lemma
2SAT is coNL-hart (bezliglich logspace-Reduktionen).

Beweis:
Wir reduzieren ACYCLICPATH auf 2SAT.

Sei G#s+#t eine ACYCLICPATH Instanz. Wir konstruieren eine 2-CNF formal F wie folgt: Die
Variablen von F sind die Knoten des Graphen

Vars = {x | x ist Knoten von G}

Fur jede Kante x — y des Graphen G flihren wir eine Klausel —x Vv y ein. Darliber hinaus fligen
wir die Klauseln s und =t fiir Quell- und Zielknoten ein.

Es gilt:
F erfillbar ist genau dann, wenn es keinen Pfad von s nach tin G gibt.

Der Beweis dieser Aussage sei der Leserin/dem Leser als Ubungsaufgabe (iberlassen.

Die Konstruktion der Formel lasst sich mit logarithmischem Platz realisieren. ]

D) NIMistinL

Wir mochten uns nun einem Problem anschauen, welches in L liegt. NIM ist ein 2-Spieler
Spiel, bei dem die Spieler abwechselnd Streichhoélzer von einem Spielbrett wegnehmen. Die
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Streichhdlzer sind in mehrere Reihen aufgeteilt und wahrend eines Zuges darf ein Spieler be-
liebig viele, aber mindestens eines, der Streichholzer aus einer Reihe wegnehmen. Der Spie-
ler, der das letzte Streichholz nimmt, gewinnt.

Folgendes Beispiel stellt einen moglichen Ablauf eines NIM-Spiels dar. Begonnen wir mit zwei
Reihen mit jeweils zwei Streichhdlzer und einer Reihe mit nur einem Streichholz. Es spielt
Spieler P, gegen Spieler P,. Spiele P, beginnt und am Ende nimmt Spieler P, auch das letzte
Streichholz und gewinnt.

P, P, P, P, P,
221 — 220 > 120 — 110 = 010 — 000

1901 konnte der Mathematiker Charles Leonard Bouton zeigen, dass, abhangig von der Start-
konfiguration auf dem Brett, einer der beiden Spieler eine Gewinnstrategie hat. Eine solche
Strategie garantiert, dass der Spieler gewinnt, unabhangig davon welche Ziige der Gegner
macht. 1940 wurde der erste Computer fiir NIM entwickelt und 1951 konnte der Computer
Nimrod den damaligen Wirtschaftsminister Ludwig Erhard auf der Berliner Industrieausstel-
lung in einem NIM-Spiel schlagen.

Formal ist das NIM-Problem wie folgt gegeben.

NIM
Gegeben:  (R,,...,Ry), R;bindrkodiert fiiri = 1,...k (k Reihen von Streichholzer)
Entscheide: Hat Spieler P, eine Gewinnstrategie fiir diese Startkonfiguration?

9.21 Theorem: Bouton
NIM ist in L.

Um diesen Satz zu beweisen, bendtigt man, wie fiir 2SAT ein tieferes Verstandnis der Seman-
tik des Spiels.

9.22 Definition
Wir nehmen an, dass die Konfigurationen als Matrix aufgeschrieben werden, wobei

- die Zeilen der Matrix gleich R, . .., R, sind und

- jede Zeile in Least-Significant-Bit-First Darstellung gegeben ist.
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Dann heil3t eine Konfiguration balanciert, falls jede Spalte eine gerade Anzahl an Einsen auf-
weist. Zum Beispiel ist die Konfiguration 221 nicht balanciert, da in der ersten Spalte der Ma-
trixdarstellung

01
221 = 0 1
10

nur eine ungerade Anzahl an Einsen vorhanden ist.

9.23 Lemma
1. Zujeder unbalancierten Konfiguration, gibt es einen Spielzug der zu einer balancierten
Konfiguration fuhrt.

2. Fiir jede balancierte Konfiguration, flihrt jeder Spielzug zu einer unbalancierten Konfi-
guration.

Der Beweis dieser Aussage sei der Leserin/dem Leser als Ubungsaufgabe (iberlassen.

Am obigen Beispiel erkennt man, dass sich balancierte und unbalancierte Positionen abwech-
seln:

unb 25 b 2 unb 25 b 2 unb 25 b = 000

9.24 Lemma
Spieler P; hat eine Gewinnstrategie gdw. die initiale Konfiguration unbalanciert ist.

Beweis:

Falls die Startkonfiguration unbalanciert ist, zieht Spieler P, wahrend des Spieles immer so,
dass die Folgekonfiguration balanciert ist. Das heil3t, dass der Gegner P, immer nur bei ba-
lancierten Konfigurationen ziehen kann und dabei, unabhangig von seinem Spielzug, nur un-
balancierte Folgekonfigurationen erreichen kann. Insbesondere, kann der Gegner also nicht
die gewinnende Konfiguration, die nur aus Nullen besteht, erreichen da diese balanciert ist.

Falls die Startposition balanciert ist, hat Spieler P, eine Gewinnstrategie indem er immer zu
balancierten Folgekonfigurationen zieht. 0

Mit diesem Lemma, kdnnen wir nun Satz P.21)) beweisen.
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Beweis:
Um zu entscheiden ob Spieler P; eine Gewinnstrategie hat, mlssen wir prifen, ob die Start-

konfiguration unbalanciert ist. Es reicht je ein Bit fiir jede Spalte um zu priifen, ob sie gerade
viele Einsen enthalt. Die Spalte wird durchlaufen und fiir jede Eins, wird das Bit der betref-
fenden Spalte geflippt. Zu Beginn initialisieren wir jedes Bit mit 0 und priifen am Ende ob

mindestens eines der Bits eine 1 enthalt. Dies lasst sich mit logarithmischem Platz realisieren.
O
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10. P

Unser nachsten Ziel ist es, zu verstehen, welche Probleme in polynomieller Zeit gelost werden
kdnnen. Wir beginnen mit der Klasse P, also der Klasse der Probleme, die durch determinis-
tische Turing-Maschinen in Polynomialzeit gelést werden kénnen.

Ublicherweise lassen sich Probleme in P als Auswertungen oder Uberpriifungen formulieren.
Dies beinhaltet das Prifen der Korrektheit von Beweisen oder die Evaluation einer Funktio-
nen an einem bestimmten Wert. Konkret werden wir ein erstes P-vollstandiges Problem be-
trachten. Der Beweis der Vollstandigkeit geht auf Ladner zuriick.

Das Circuit-Value-Problem

Unser Ziel ist es, das Circuit-Value-Problem (CVP) zu definieren. Wir beginnen mit der Defi-
nition von Schaltkreisen (Circuits).

10.1 Definition
Ein Boolescher Schaltkreis (Circuit) ist ein Sequenz von endlich vielen Zuweisungen der
Form

Pc=0111PVP 1| PpAP I =P,

miti,j € Nundi,j < k.

Jedes P, darf dabei nur ein Mal definiert werden, also nur ein mal auf der linken Seite einer
Zuweisung stehen.

10.2 Beispiel
Betrachte den Schaltkreis, der durch folgende Zuweisungen gegeben ist.

C: Py=0,
Py =1,
P, = P; Vv Py,
Py = =Py,
Py =P3 APy,
Ps =P, Vv Py.

Wir kénnen Schaltkreise als gerichtete Graphen auffassen. Dabei sind die P, welchen ein Wert
0 oder 1 zugewiesen wird die Inputsignale. Die anderen P, stellen Gatter dar, die bis zu zwei
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Inputs haben und diese mit -, v oder A kombinieren. Dies erinnert dann an Schaltkreise aus
der Elektrotechnik. Flir obiges Beispiel ergibt sich der folgende Graph:

Py
1

Zu beachten ist, dass P, zwei Ausgdnge hat. Es ist also erlaubt, dass ein P; auf der rechten
Seite von mehreren P, mit k > i verwendet wird.

10.3 Bemerkung
Die Tatsache, dass der Wert eines P; mehrfach verwendet werdet darf, ist ein wichtiger Unter-
schied zu Booleschen Formeln.

Wenn wir eine Boolesche Formel gegeben haben, so kénnen wir diese als einen symbolischen
Schaltkreis modellieren, in dem jedes P; nur ein Mal verwendet wird. Beispielsweise konnen
wir die Formel F = ((a v b) A ¢) v (—=d A a) wie folgt als Schaltkreis interpretieren:

C: Py=a,
Py =b,
P, =c,
P; =d,
Py =Py V Py,
Ps = Py A P,
Ps = —P3,
P; = Pg A Py,
Ps = Ps v P;.

Wie man sieht handelt es sich hierbei um einen symbolischen Schaltkreis, da die Werte von
Py, P;, P, und P5 (bzw. a, b, c und d) noch nicht bekannt sind.

Wir sehen, dass dieser Schaltkreis eine baumartige Struktur hat, da jedes P;, das nicht einer
Variable entspricht, hochstens ein Mal auf einer rechten Seite verwendet wird.
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Wenn wir nun eine Variablenbelegung fiir a, b, ¢, und d gegeben haben, so kdnnen wir den
symbolischen Schaltkreis durch Ersetzen der Variablen einen Schaltkreis umwandeln. Das
Berechnen des Werts von Pg entspricht dann dem Auswerten der Booleschen Formel an der
gegebenen Belegung.

Man beachte, dass das Auswerten von Booleschen Formeln ein Problem in L ist, wahrend das
Auswerten von beliebigen Schaltkreisen P-vollstandig ist, wie wir gleich sehen werden.

Das zu einem Schaltkreis assoziierte algorithmische Probleme ist das Ausrechnen der Werte
der P,.

Circuit Value Problem (CVP)
Gegeben: Ein boolscher Schaltkreis C als Liste von Zuweisungen Py, . . ., P,.

Entscheide: Ist der Wert von P, gleich 17

10.4 Beispiel

Der Schaltkreis aus Beispiel lasst sich wie folgt auswerten: Py = 0, P; = 1 sind gegeben.
Nun wertet man der Reihe nach aus: P, = 1,P; = 0,P, = 0,Ps = 1. Intuitiv geht man durch
die Liste der Zuweisungen. Wenn man auf ein neues, unausgewertetes P, trifft, sucht man die
Werte der P; miti < k, die in der Zuweisung von P, verwendet werden. Da diese schon ausge-
wertet wurden, kann man P, auswerten. Diese Idee werden wir im ersten Teils des folgenden
Theorems verwenden, um zu zeigen, dass CVP in P liegt.

10.5 Theorem: Ladner, 1975
CVP ist P-vollstandig (bezliglich logspace-many-one-Reduktionen).

Wir teilen den Beweis des Theorems in zwei Schritte auf. Im ersten Schritt zeigen wir, dass
CVP in P liegt (,Membership”). Im zweiten Schritt, dass CVP auch P-schwer ist (,Hardness").

10.6 Lemma: ,Membership”
CVP liegtin P.
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Beweis:

Wir konstruieren eine Turing-Maschine M, welche die Idee des oben erwahnten Algorithmus
umsetzt. Der Einfachheit halber verwenden wir eine TM die nur ein rechts unendliches Band
hat, siehe dazu B} in Kapitel [I. Sei der gegebene Schaltkreis C durch die Zuweisungen an
Py, ..., P, definiert. Wir nehmen an, dass die Zuweisungen getrennt durch ein Zusatzsymbol
# auf dem Eingabeband von M stehen.

Nun wertet M die P; von links nach rechts aus. Dazu speichert sie die bereits berechneten
Werte auf einem Arbeitsband, ebenfalls durch #-Symbole getrennt.

S| P | # | P #F | P #

Angenommen, wir haben Py, . . ., P; schon ausgewertet und wollen nun P;,; auswerten. Dann
bewegt M seinen Kopf zu P;,; auf dem Eingabeband und liest die Zuweisung. Falls P;,; = 0,
so schreibt die Maschine 0# auf das Arbeitsband und fahrt mit P,,, fort, analog fuir P,,; = 1.

Falls P,y = PiAP mitj, k < i, so Ubertragt M die Indices j und e auf weitere Arbeitsbander. Nun
l[auft M durch das erste Arbeitsband, um die bereits berechneten Werte von P; und P, zu le-
sen; Hierbei werden die gespeicherten Indizes zum Finden der richtigen Position verwendet.
Sobald der erste Wert gelesen wurde, wird er im Kontrollzustand gespeichert. Wenn auch
der zweite Wert gelesen wurde, kann M auf das Arbeitsband P; A P,# schreiben und mit P;,,
fortfahren. Die Félle P,y = P; v P, und P;,; = =P; werden analog behandelt.

Sobald der Wert von P, berechnet wurde, akzeptiert M wenn dieser Wert 1 ist und weist an-
sonsten ab.

Im schlimmsten Fall muss M fiir das berechnen eines jeden P; einmal komplett durch die
bereits berechneten Werte laufen. Dazu werden hochstens O(¢) Schritte benétigt. Insgesamt
ergibt sich ein Zeitaufwand von (’)(52). [

Es verbleibt zu zeigen, dass CVP P-schwer ist. Die Schwierigkeit liegt hierbei darin, dass wir
bislang kein weiteres P-schweres Problem kennen, welches wir reduzieren kdnnten. Wir mis-
sen also tatsachlich zeigen, wie man jedes Problem aus P auf CVP reduzieren kann.

10.7 Lemma: ,Hardness”
CVP ist P-schwer (bezliglich logspace-many-one-Reduktionen).

Beweis:

Wir reduzieren ein beliebiges Problem A aus P auf CVP. Das Problem A ist die Sprache einer
deterministischen Turing-Maschine M, die n‘-zeitbeschrankt ist. Hierbei ist ¢ eine Konstante.
Des Weiteren nehmen wir an, dass M nur ein rechts unendliches Band verwendet.
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Im Folgenden beschreiben wir die Idee des Beweises. Sei Q die Zustandsmenge von M, I das
Bandalphabet und § die Transitionsrelation. Ferner, sei x ein Input von M der Lange n. Eine
Berechnung von M auf x ist eine Folge von héchstens n° + 1 Konfigurationen. Zudem belegt
jede dieser Konfigurationen héchstens n“ + 1 Zellen auf dem Band von M. Wir kénnen die
Konfigurationen also in eine Matrix der GréBe (n° + 1) x (n“ + 1) schreiben.

Die i-te Zeile der Matrix beschreibt hierbei die i-te Konfiguration. Dies entspricht einem String
der Lidnge n“+ 1 tiber (F'u (I x Q)). Man beachte, dass nur ein Eintrag pro Zeile in (I'x Q) liegen
darf. Dieser beschreibt die Kopfposition und den aktuellen Zustand. Die j-te Spalte der Matrix
beschreibt den Inhalt der j-ten Zelle von M in jeder Konfiguration. Ein Sprung von Zeile j zu
i + 1 entspricht dem Ausfiihren einer Transition.

Initiale
(saqO) X1 X2 X3 X4 XS “ e L —

Konfiguration

- S a b | @p | b a | - i |e— Zeilei
o &(p,a) = (,b,R)
< Sl al b | b |ba]al| | o |—Ziei+!
Akzeptierende
($7qacc) - - —J L [ PPN [ — .
Konfiguration

Man kann erkennen, dass sich der Bandinhalt pro ausgefiihrter Transition nur an wenigen
Stellen andert. Die Berechnung von Mist also in gewissem Sinne lokal. Diese Lokalitat erlaubt
es uns, die Matrix und damit die Berechnung von M als Schaltkreis zu kodieren.

Konstruktion: Wir werden zuerst die Variablen des Schaltkreises und deren Idee erlautern:
. PZ ist 1, wenn in der i-ten Konfiguration in Zelle j das Symbol a steht.

. Qs ist 1, wenn in der i-ten Konfiguration der Kopf von M auf Zelle j steht und M im
Zustand p ist.

Wir erhalten diese Variablen fir0 <i,j<n“,a€l,p€Q.

Wir beginnen mit der Kodierung der ersten Zeile der Matrix, der initialen Konfiguration. Wir
setzen Pgo = 1. Dies sichert uns, dass das Symbol $ zu Beginn ganz links auf dem Band von
M steht. Weiter setzen wir Pgo = O furalle b € T\ {$}. Hiermit stellen wir sicher, dass an der
Stelle nur das $-Symbol steht und kein anderes Symbol.
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Um die Eingabe x zu kodieren, setzen wirfiirj = 1, . .. ,n:Pg. = 1und Pg; = 0, wobeib € I'\ {x}.
Nun fehlen noch die ..-Symbole, die den Rest des Bandes von M fiillen. Dazu setzen wir fur
j=n+1,...,n%Py =1 undng =0,wobeib e\ {_}.

Kodieren wir nun die Kopfposition und den initialen Zustand von M. Wir setzen Qgg = 1,denn
der Kopf von M steht zunachst in Zelle 0 und M ist im initialen Zustand q,. Weiter setzen wir
QJ, = 0firg € Q\ {go} und ng =0firj=1,...,nq€Q.

Als nachstes kodieren wir die Transitionen von Konfiguration (Zeile) i nach i + 1. Auf Grund
der vorher angesprochenen Lokalitat, wird jede Zuweisung einer Variable nur konstant viele
andere Variablen enthalten. Wir beginnen mit dem Bandinhalt. Dieser kann sich in Zelle j
andern, wenn der Kopf von M in Konfiguration i auf Zelle j stand und das passende Symbol
fur eine Transition gelesen hat. Dann schreibt M in Zelle j. Falls der Kopf nicht in Zelle j stand,
bleibt der Bandinhalt in Zelle j derselbe. Zusammengefasst ergibt sich:

Piy= (@ APV (pf;/\/\ﬁ@;;)_

8(p,a)=(q,b,d) peQ

M schreibt in Zelle j. Kopf steht nicht in Zelle j.

Den Zustand von M kénnen wir anhand der Transition andern. Fiir die Kopfposition ergibt
sich Folgendes: Der Kopf steht in Konfiguration i + 1 in Zelle j, wenn er in Konfiguration i in
Zelle j — 1 stand und M ihn nach rechts bewegt hat, oder wenn er in Konfiguration i in Zelle
j+ 1stand und M ihn nach links bewegt hat.

Q) = Vo (@ aPia)y (@ APa)

55(p,a)=(q,b,R) ) 6(p,a)=(q,b,L)

\

M bewegt den Kopf nach rechts. M bewegt den Kopf nach links.

Man beachte, dass man Zelle 0 nur von rechts erreichen kann, also nur durch Kopfbewegung
nach links, und Zelle n° nur von links, also nur durch Kopfbewegung nach rechts. Die entspre-
chenden Zuweisungen dandern sich dann geringfiigig.

Wir kdnnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass jede Berechnung von M
damit endet, dass M ihren Kopf zum Startmarker $ bewegt. (Wir konnen jedes M, das nicht
von dieser Form ist, durch eine entsprechende Routine erweitern, ohne die akzeptierte Spra-
che zu verandern. Es wird dann lediglich linear mehr Zeit benétigt.) Demnach ergibt sich: M
akzeptiert x genau dann, wenn QZZ;‘ = 1. Dies ist die letzte Zuweisung im Schaltkreis. Daher
akzeptiert x genau dann, wenn der Schaltkreis, der tber die PZ und QZ definiert wurde, eine
positive CVP-Instanz ist.

Diesen Schaltkreis kann man in logarithmischem Platz konstruieren, es handelt sich hierbei
also um eine logspace-Reduktion. O
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In der Definition von Circuits haben wir in den Zuweisungen an Variablen P, nur bindre Kon-
junktionen und Disjunktionen erlaubt. Im Beweis haben wir komplexere Formeln als rechte
Seite von Zuweisungen verwendet. Durch das Einfiihren von Hilfsvariablen lassen sich die-
se erweiterten Zuweisungen in die initial geforderte Form bringen. Hierbei ist wie bereits
erwahnt die Lokalitat wichtig: Jede der komplexen Formeln verwendet nur konstant viele
Variablen. Um genau zu sein, hdangt die Gro3e dieser Formeln von der Turing-Maschine M
die wir kodieren ab (ihrer Bandsymbole, ihrer Kontrollzustande und ihrer Transitionen), nicht
jedoch von der GréBe der Eingabe x.

10.8 Aufgabe
Beweise, dass die Konstruktion aus dem Beweis von Lemma [10.7 sich tatsachlich mit einer
logspace-Reduktion umsetzen lasst.

A) Kontextfreie Sprachen und Dynamische Programmierung

Wir wollen nun ein weiteres Problem aus P kennen lernen.

Aus der Vorlesung ,Theoretische Informatik 1” sind uns die kontextfreien Sprachen bekannt.
Die kontextfreien Sprachen sind jene Sprachen, welche sich durch kontextfreie Grammatiken
darstellen lassen. Zur Erinnerung, die Produktionen von kontextfreien Grammatiken haben
die Form X - a, wobei X € N ein einzelnes Nichtterminal ist und a € (N U X)* ein beliebiges
Wort aus Terminalen und Nichtterminalen.

Wir werden in diesem Kapitel sehen, dass das Wortproblem fiir eine kontextfreie Sprache
in P liegt. Fur den Polynomialzeit-Algorithmus werden wir die algorithmische Technik des
dynamischen Programmierens einfiihren.

Dynamisches Programmieren

Die zentrale Idee bei dieser algorithmischen Technik ist es, das gegebene Problem in gleich-
artige Teilprobleme zu zerlegen, diese zu I6sen um dann die Losung des Gesamtproblems
aus den Teillésungen zu berechnen. Um zu vermeiden, dass Losungen von Teilproblemen
mehrfach berechnet werden, speichern wir sie in einer Tabelle um sie bei Bedarf auslesen zu
haben.

Ein typisches Problem, bei dessen Losung dynamische Programmierung zum Einsatz kommt,
ist die Berechnung der Fibonacci-Zahlen. Die n-te Fibonacci Zahl, fib(n), fir eine nattrliche
Zahl n = 3 ist rekursiv definiert durch

fib(n) = fib(n — 1) + fib(n — 2),
mit den Anfangswerten fib(1) = fib(2) = 1.
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Um fib(n) (fir n = 3) zu berechnen, missen wir also erst die Teilprobleme fib(n — 1) und
fib(n—2) 16sen. Bei der naiven Implementierung werden Lésungen von Teilproblemen mehr-
fach berechnet.

10.9 Beispiel
Bei der Berechnung von fib(5)

fib(6) = fib(5) + fib(4)
= (fib(4) + fib(3)) + (fib(3) + fib(2))
- ((fib 3) + fib(2)) + fib(3)) + (fib(3) + ﬁb(z))

wird der Wert von fib(3) drei Mal ermittelt.

Um die Mehrfachberechnung zu vermeiden, speichern wir die Losung des Teilproblems nach
der ersten Berechnung in einer Tabelle und schauen den Wert bei Bedarf nach. Fiir die Be-
rechnung der n-ten Fiboncci Zahl, werden wir eine eindimensionale Tabelle tab der Lange n
verwenden. Wir initialisieren tab(1) = tab(2) = 1 und setzen tab(i) = tab(i — 1) + tab(i — 2) fr
3 <i < nundfillen so die Tabelle von links nach rechts. Am Ende der Berechnung speichert
die i-ten Zelle den Wert von fib(i).

Widmen wir uns nun dem Wortproblem fiir kontextfreie Sprachen. Dazu fixieren wir eine
kontextfreie Grammatik G in Chomsky Normalform. Zur Erinnerung, eine Grammatik ist in
Chomsky Normalform, falls alle Produktionen die Form A — BC oder A - a haben, wobei
A, B, C € N Nichtterminale sind und a € X ein Terminal ist. Das Wortproblem bezliglich der
Sprache der Grammatik £(G) ist dann folgendermaBen definiert.

Wortproblem fiir £(G)

Gegeben:  Ein Terminalwortw € 3*.
Entscheide: Giltw € £(G)?

Wir fragen uns also ob man das Wort w = a,a, ... a, vom Startsymbol S der Grammatik G
ableiten kann.

In der Vorlesung ,Theoretische Informatik 1“ haben wir bereits einen Algorithmus, der
das Wortproblem fiir Grammatiken in Chomsky Normalform |6st, kennengelernt. Der CYK-
Algorithmus fillt dazu eine (n x n)- Tabelle tab.

Die Subprobleme bestimmen fir jeden Infixv = a;...g;von w (fir 1 < i < j < n) jene
Nichtterminale A, fiir die A =" v gilt, also von denen aus v abgeleitet werden kann. Diese
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Liste von Nichtterminalen wird in tab(i, j) abgespeichert. Wir starten mit Infixen der Lange 1
und erhéhen die Lange in jedem Schritt. Dabei verwenden wir die Eintrage der kurzen Infixe
um die Eintrage fir die langeren Infixe zu bestimmen. Genauer gesagt, gehen wir wie folgt

VOr.

- Angenommen wir haben schon bestimmt, welche Nicht-Terminale die Infixe der Ldnge

< k - 1 erzeugen.

« Um zu bestimmen, ob A das Infix v der Lange k erzeugt, spalte v = g;...a;,, in zwei nicht-
leere Teile v, = a;...a;,; und v, = @, j41...Gipi. ES gibt k — 1 Moglichkeiten v zu teilen.

Wir betrachten alle Regeln A —» BC und priifen, ob B v; generiert und C v, generiert.

Falls ja, figen wir A dem Eintrag fiir tab(i, i + k) hinzu.

Falls am Ende der Berechnung das Startsymbol S in tab(1, n) gespeichert ist, akzeptiert der

Algorithmus das Wort w.

10.10 Beispiel

Sei G = ({S,A, B, C}, {a, b}, P, S) mit Produktionen P:

und w = baaba.

N ©™ > un

- AB|BC
- BAl|a
- CClb
- AB|a

Dann fullt der CYK-Algorithmus die Tabelle wie folgt.

1 2 3 4 5
1| {B} | {S,A} %) o | {ACS}
2 {A.G| {8y | {88 [{ACS)
3 {A.C} ] {5,C {B}
4 {8} | {AS}
5 {A, C}

Wir kénnen schlieen, dass w € £(G) gilt,da S € {A, C, S} = tab(1, 5).
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Der folgende Pseudocode implementiert den CYK-Algorithmus.
fori=1,...,ndo
| tab(ii) < {AEN|A—a eP}
end for
fork=2.....ndo
fori=1,...(n—k)+1do
tab(i,(i+k)—1) « @
form=1,..k-1do
tab(i, (i + k) — 1) « tab(i, (i + k) — 1)
U{AEN|A->BCmitB e tab(i,(i+m)-1)
und C € tab((i + m), (i + k) — 1)}

end for

end for

end for

if S € tab(1, n) then
‘ return true

end if

return false

Der Algorithmus verwendet drei geschachtelte Schleifen. Die erste Schleife ist fur die Lan-
ge des Infixes, die zweite Schleife fiir den Start des Teilwortes und die dritte Schleife fiir die
Spaltposition. Jede Schleife durchlauft maximal die Werte von 1 bis |w| und damit benotigt
der Algorithmus O(|W|3) Schritte.

10.11 Theorem
Das Wortproblem fiir kontextfreie Sprachen ist in P.

Pseudo-polynomielle Algorithmen

Wir betrachten nun das Beispiel einer dynamischen Programmierung, die auf den ersten Blick
in polynomieller Zeit lauft. Wir werden allerdings feststellen, dass man bei Laufzeitanalysen
genau auf die Kodierung der Eingabe achten muss.

Wir betrachten dazu das Rod-Cutting Problem.

Rod Cutting
Gegeben:  Eine Lange k € N, eine Funktionw : {1, ...k} » N und eine Schranke m.
Entscheide: Gibtesiy,...i, € Nmit Z,n=1 i = k, so dass Z"ﬂ w(ij) = m?
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Wir fragen uns also, wenn wir einen Stock der Lange k gegeben haben, ob wir ihn zerschnei-
den kdnnen, so dass die Summe der Werte der Einzelteile mindestens so grof wie Schranke
mist.

Wir kénnen dieses Problem mit dynamischer Programmierung 16sen. Dazu verwenden wir
eine Liste tab der Lange k. In dem i-ten Eintrag speichern wir den maximalen Wert, den wir
fur einen Stock der Lange i erhalten konnen. Falls am Ende der Berechnung tab(k) = m qilt,
akzeptiert der Algorithmus, ansonsten weist er ab.

Um die Tabelle zu befiillen, gehen wir wie im CYK-Algorithmus vor.
« Wir initialisieren zuerst tab(1) = w(1).

« Angenommen wir hatten bereits den maximalen Wert fiir die Langen 1,...,i — 1 be-
stimmt. Um den optimalen Wert fiir einen Stock der Lange i zu bestimmen, betrachten
wir alle moglichen Spaltpositionen flir den Stock.

tab(i) = 1rr?a‘x1{w(i), tab(/) + tab(i — /)}
Der Eintrag w(i) steht flr den Fall, wo wir den héchstmoglichen Wert fiir i erzielen in-
dem wir den Stock nicht zerteilen.

Dieser Algorithmus benotigt O(kz) Schritte. Auf den ersten Blick kdnnte man also vermuten,
dass Rod Cutting, wie auch das Wortproblem fiir kontextfreie Sprachen, in P liegt. Es gibt al-
lerdings einen entscheidenden Unterschied. Der CYK-Algorithmus hat Laufzeit O(|W|3), also
kubisch in der Lange der Eingabe w. Der Algorithmus flir Rod Cutting hingegen ist quadra-
tisch im numerischen Wert von k. Wir nehmen bei den Laufzeitbetrachtungen an, dass die
Eingabe binar kodiert ist. Wir brauchen fiir die Kodierung von k nur n, = log(k) Bits und haben
daher eine Laufzeit von O((z”k)z) = O(Zznk) in der Lange der Kodierung von k.

Wir sprechen in diesem Fall von einer pseudo-polynomiellen Laufzeit. Formal ist eine Lauf-
zeit pseudo-polynomiell, wenn sie polynomiell in der Lange der Eingabe und in dem nu-
merischen Wert der gréten Zahl der Eingabe ist. Alternativ, sagen wir dass eine Laufzeit
pseudo-polynomiell ist, wenn sie polynomiell in der Lange der Eingabe ist, falls diese (bzw.
die enthaltenen Zahlen) unar kodiert ware.
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11. NP

Betrachten wir nun die Klasse NP. Wir wollen verstehen, welche Probleme in Polynomialzeit
durch nicht-deterministische Turing-Maschinen geldst werden kdnnen.

Wie oben schon beschrieben, bestehen typische Problem in P daraus, ein gegebene Eingabe
(einen Beweis, eine Formel, einen Schaltkreis, ...) zu prifen. Durch die Hinzunahme von Nicht-
Determinismus ist es nun moglich, Probleme zu konstruieren, bei denen die Maschine den
Beweise finden muss. Intuitiv kdnnen solche Probleme in zwei Schritten geldst werden: (1)
ein Beweis wird nicht-deterministisch geraten, (2) der geratene Beweis wird Uberpruft. Wir
werden sehen, dass sich diese Intuition mit Hilfe von Zertifikaten formulieren lasst und eine
alternative Charakterisierung der Klasse NP ergibt.

Wir zeigen jedoch zunachst, dass das SAT Problem (bekannt aus Kapitel ??) NP-vollstandig
ist. Tatsachlich war SAT (und auch kSAT fir k = 3, insbesondere also 3SAT) das erste Problem,
welches von Cook und Levin als NP vollstandig nachgewiesen wurde.

A) NP-vollstandige Probleme

Wir werden zundchst zeigen, dass SAT NP-vollstandig ist. Im Beweis mochten wir auf die Ide-
en aus dem Beweis der P-Hardness des CVP zurlickgreifen (siehe Kapitel Section [T0). Hierzu
bendtigen wir einige Hilfsmittel.

11.1 Definition
Ein Boolscher Schaltkreis mit variablem Input ist ein Boolscher Schaltkreis, in welchem wir
die zusatzliche Zuweisung

sz?

erlauben. Diese gibt an, dass wir den Wert fiir P, nicht kennen, er kann also 0 oder 1 sein.

Sei C ein Schaltkreis mit variablen Inputs Py, ..., P,und y;, ...,y € {0, 1} eine Sequenz von
Wahrheitswerten. Wir schreiben C(y;, . . ., y;) fur den Schaltkreis, den wir erhalten, wenn wir
anstatt der Zuweisung P; = ? die Zuweisung P; = y;furi = 1, ... keinsetzen. Weiter schreiben

wir C(y;, ..., y) = 1, falls der Schaltkreis C(y,, . . ., yx) eine positive CVP-Instanz ist.

Wir haben schon festgestellt, dass das Auswerten von boolschen Formeln effizienter ist (nam-
lich in L) als das Auswerten von Schaltkreisen (P-schwer). Das Testen der Erfiillbarkeit hat je-
doch fiir beide Modelle dieselbe Komplexitat.
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11.2 Bemerkung

Sei Cein Schaltkreis mit Zuweisungen P, ..., P, und variablen Inputs P, . . . , P,. Wir konstru-
ieren eine boolsche Formel F- wie folgt: Fiir jede Zuweisung P; erhalten wir eine Variable x;.
Wenn P; eine Zuweisung der Form P; = E ist, wobei E # ?, fligen wir eine Klausel x; & E zu F
hinzu. Um den Ausdruck E in der Formel F- zu verwenden, ersetzen wir in E alle P; durch die
entsprechenden Variablen x;. Fiir die letzte Zuweisung P, hangen wir dann noch die Variable

X, mit einer Konjunktion an:

FC=XkA /\ (X,-(—)E).

Pi=E,E+?
Nun gilt, dass F¢ erflllbar ist, genau dann, wenn es y;,...,y, € {0,1} gibt, sodass
Clyr,ooyd =1
11.3 Beispiel

Verwendet man die obige Konstruktion fiir folgenden Schaltkreis C:

Py =7?

P, =?

Py =Py V P,
P; = =P,
Py =P, A P3,

ergibt sich die Formel F- = (X, « xo V X7) A (X3 © =x7) A (X4 © X5 A X3) A X,. ErfUllende Inputs
P, = 1 und P, = 0 fiir Classen sich nun zu einer erfiillenden Belegung von F. erweitern: Die
Variablen x, und x; werden wie die Zuweisungen P, und P; auf 1 und 0 gesetzt. Der Wert der

verbleibenden Variablen kann dann errechnet werden: x, - 1,x3 = 1,x, & 1.

11.4 Bemerkung
Die konstruierte Formel ist — anders als wir dies flir SAT — fordern noch nicht in Konjunkti-
ver Normalform. Sie kann allerdings mit der Tseitin-Transformation TODO in diese Uberfiihrt

werden.

11.5 Theorem: Cook 1971, Levin 1973
SAT ist NP-vollstandig.

Wie fuir das CVP, teilen wir auch hier den Beweis in zwei Schritte auf. Der erste Schritt, Mem-
bership in NP, ist dabei schnell einzusehen: Ein Algorithmus fiir SAT rat zu einer gegebenen
Formel F eine Belegung und priift nach, ob diese erfillend ist. Dazu muss man die geratene
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Abbildung 1: Der binare Berechnungsbaum von M auf Input x. Der rot markierte Pfad wird
durch den String y = 011 beschrieben.

Belegung nur in die Formel einsetzen und diese auswerten. Dieses Verfahren lauft in Polyno-
mialzeit, daher gilt SAT € NP.

Im zweiten Schritt zeigen wir, dass SAT NP-schwer ist.

11.6 Lemma
SAT ist NP-schwer.

Beweis:

Sei A ein Problem aus NP. Dann gibt es eine nicht-deterministische Turing-Maschine M mit
A = L(M), die n“-Zeit beschrankt ist. Wir kénne annehmen, dass sich M wahrend einer Be-
rechnung immer hochstens zwischen zwei Transitionen entscheiden muss (bindr verzweigt).
(Andernfalls kdnnten wir die gegebene Maschine so transformieren, dass dies gilt, in dem
wir eine Entscheidung zwischen k Verzweigungen durch mehrere aufeinander folgende Ent-
scheidungen zwischen jeweils nur 2 Verzweigungen kodieren. Der zusatzliche Zeitaufwand
ist polynomiell.)

Sei x nun ein Input von M. Eine Berechnung von M auf x ist ein Pfad im bindren Berechnungs-
baum. Solch ein Pfad wird durch einen String y € {0, 1}" beschrieben. Dabei steht die i-te
Stelle y; fur die Wahl der Transition in Schritt i. Ein Beispiel ist in Abbildung [l gegeben.

Sei M' nun die deterministische Turing-Maschine, die als Input x#y mit |y| = n° erwartet
und M auf x simuliert. Jede nicht-deterministische Entscheidung von M wird dann durch y
aufgeldst: M' wahlt in der Simulation von M in Schritt i die y;-te Transition aus. Es gilt daher: M
akzeptiert x genau dann, wenn es ein y € {0, 1}"C gibt, sodass M' die Eingabe x#y akzeptiert.

Da M' deterministisch ist, kbnnen wir nun, wie im Satz von Ladner (Theorem [T0.5), einen
Schaltkreis C konstruieren. Dieser modelliert die Berechnung von M' auf x#y. Es gilt dann:
M' akzeptiert x#y genau dann, wenn C eine positive CVP-Instanz ist. Seien P,, ..., P, die
Zuweisungen, welche den String y modellieren. Wenn wir diese unbestimmt machen, also
durch die Zuweisungen P, = ?,... P, = ? ersetzen, erhalten wir einen neuen Schaltkreis
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C. Fur diesen gilt dann: M akzeptiert x genau dann, wenn es ein y € {0, 1}"6 gibt, sodass
C'(yh R 7Ync) =1

Nun Ubersetzen wir den Schaltkreis C'in die Formel F, wie in Bemerkung[TT.2. Mit der Formel
erhalten wir dann folgende Aquivalenz: M akzeptiert x genau dann, wenn F. erfiillbar ist.
Also haben wir ein beliebiges Problem A in NP auf die Erfillbarkeit einer boolschen Formel
zurlickgefiihrt. ]

Betrachten wir nun ein Problem aus der Welt der Graphen: Wir suchen nach einem hamilton-
schen Kreis, einem Kreis, der alle Knoten eines Graphen genau ein mal besucht. Wir werden
zeigen, dass auch dieses Problem NP-vollstandig ist. Dazu verwenden wir eine Reduktion von
SAT. Widmen wir uns aber zunachst den benétigten Definitionen:

11.7 Definition
Sei G = (V,E) ein gerichteter Graph mit |V| = n. Ein Hamiltonscher Kreis in G ist ein Pfad

Vis - -+, Vi, sodass v, # v, flr j # k und es gibt eine Kante von v; nach v; . In anderen Worten:

IR

Es handelt sich um einen Kreis, welcher jeden Knoten genau ein mal besucht.

11.8 Beispiel
Der folgende Graph hat den hamiltonschen Kreis: vy, vs, vs, v4, V5.

Iz

V2

Vi Vs

Die Frage, ob es zu einem gegebenen Graphen einen hamiltonschen Kreis gibt, formulieren
wir im folgenden Problem:

Hamiltonian Cycle
Gegeben:  Ein gerichteter Graph G = (V, E).
Entscheide: Gibt es einen hamiltonschen Kreis in G?

11.9 Theorem
Hamiltonian Cycle ist NP-vollstandig.

Der Beweis gliedert sich wieder in zwei Schritte. Wie bei SAT kann man auch hier die Zugeho-
rigkeit zu NP schnell einsehen: Sei G = (V, E) der gegebene Graph. Eine nicht-deterministische

115



11. NP

Turing-Maschine fiir Hamiltonian Cycle rat ein Folge v,, . . ., v, von Knoten in V und schreibt
diese auf das Band. Nun wird verifiziert, dass es sich dabei um einen hamiltonschen Kreis han-
delt: Zuerst wird getestet, ob alle Knoten vorkommen, also ob je zwei der geratenen Knoten
verschieden sind. Dies kann in O(nz) ermittelt werden. Dann wird getestet, ob es von v; nach
Vier, miti = 1,...,n—1undvon v, nach v; je eine Kante gibt. Ist dies erfillt, akzeptiert die
Turing-Maschine. Falls nicht, weist sie ab. Die Maschine lauft in (’)(nz) Zeit.

11.10 Lemma
Hamiltonian Cycle ist NP-schwer.

Beweis:

Wir reduzieren SAT auf Hamiltonian Cycle. Sei dazu F eine SAT-Instanz, also eine Formel in
CNF. Seien G, ..., C,, die Klauseln von Fund x;, . . ., x, die Variablen. Die Formel F hat dann
dieFormF=C A---AC,,.

Schritt 1: Fir jede Variable x; konstruieren wir einen Graphen G;, welcher die Belegung der
Variable simuliert. Sei dazu m; die Anzahl der Klauseln, die x; oder —x; enthalten. Der Graph
G, hat 2m; + 2 Knoten, die wie folgt miteinander verbunden sind:

Die Belegung von x; wird durch einen Durchlauf durch G; simuliert: Ein Durchlauf von rechts
nach links entspricht der Belegung true, ein Durchlauf von links nach rechts entspricht der
Belegung false.

Schritt 2: Da man fuir die Erfullbarkeit von F alle Klauseln von F erflillen muss, werden wir
die Klauseln nun in die Graphen G; einbauen. Sei C; eine Klausel, die x; enthalt. Dann fligen
wir einen neuen Knoten in G; ein. Das Durchlaufen durch diesen Knoten in einem Pfad soll
bedeuten, dass wir die Klausel mit der aktuellen Belegung der Variablen x; erfillen. Also ver-
binden wir den Knoten so mit G;, dass er nur in einem Durchlauf von rechts nach links (true)
besucht werden kann. Diese Kanten werden wir im Folgenden rot markieren, um sie von den
vorherigen Kanten unterscheiden zu konnen.

G;: Cffo

Sei nun C; eine Klausel, welche —x; enthalt. Auch hier fiigen wir einen neuen Knoten ein und
verbinden diesen so mit G;, dass er nur durch einen Durchlauf von links nach rechts (false)
besucht werden kann:
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Da jede Klausel, die x; oder —x; beinhaltet mit dem Graphen an zwei Knoten verbunden wird

und wir spater zusatzlich zwei Knoten an den Randern brauchen, bendtigen wir die oben
erwahnten 2m; + 2 Knoten.

Schritt 3: Nun setzen wir alle Graphen G; zusammen. Das heil3t wir konstruieren einen Gra-
phen G, der aus allen G; besteht. Dabei werden die Knoten, welche fiir die Klauseln eingefiihrt
wurden aber nur ein mal fir alle Graphen G; eingefiihrt und wie oben verbunden. Ein Klau-
selknoten hat dann eine Verbindung zu mehreren G;, namlich genau zu jenen, sodass x; als
positives oder negatives Literal in der Klausel vorkommt.

Zudem fuhren wir Verbindungen von G; zu G;,; flri = 1, ..., k— 1 ein. Diese ermdglichen es,
nach einem Durchlauf durch G; in beliebiger Richtung, den Durchlauf durch G, in beliebiger
Richtung fortzufiihren. Intuitiv entspricht dies der Wahl der Belegung von x; und x;, ;. Sobald
man x; auf true oder false gesetzt hat, setzt man x;,; auf true oder false. Die Belegung von x;,,
ist nicht von x; abhangig.
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Als letzten Teil der Konstruktion fligen wir einen Initialknoten s und einen Finalknoten t ein

und eine Kante (t, s), um einen Kreis zu schlieen. Intuitiv beginnt ein hamiltonscher Kreis in
Gdanninsundendetint.

Nehmen wir nun an, dass G einen hamiltonschen Kreis hat. Also ist es mdglich, durch alle
Knoten, auch die Knoten fir die Klausen zu laufen. Dies entspricht dann einer erflllenden
Belegung von F. Analog kann jede erfiillende Belegung von F in einen hamiltonschen Kreis
von G Ubersetzt werden. O

B) Zertifikate

Viele Probleme aus NP kénnen mit einem nicht-deterministischen Algorithmus gel6st wer-
den, der zundchst eine ,Losung” rat und danach deterministisch Gberprift, dass richtig ge-
raten wurde. Anders ausgedriickt ist das Verifizieren von Ja-Instanzen leicht, wenn ein poly-
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nomiell gro3es Zertifikat gegeben ist, mit dessen die Antwort iberpriift werden kann. Bei-
spielsweise ist beim SAT-Problem das Zertifikat eine erflllende aussagenlogische Belegung.

Wir wollen nun sehen, dass sich in der Tat jedes Problem aus NP auf diese Art und Weise |6sen
lasst. Intuitiv gesprochen zeigen wir, dass man jedes Problem aus NP mit einem Algorithmus
|6sen kann, der zundchst ein Zertifikat rat, danach aber (unter Verwendung des geratenen
Zertifikats) deterministisch weiter rechnet. Im Gegensatz dazu kénnen theoretisch bei den
bisher betrachteten Algorithmen sich nicht-deterministische und deterministische Phasen
der Berechnung beliebig abwechseln.

Wir beginnen zundchst damit, das Konzept der Zertifikate zu formalisieren.

11.11 Definition
Ein Verifizierer ist eine deterministische, totale Turing-Maschine V mit zwei Eingabebandern,
einem Uber Alphabet X und einem zweiten Zertifikatsband tber {0, 1}.

Die Sprache von V ist die Menge aller Worter x € X*, so dass es ein Zertifikat y € {0, 1} gibt,
so dass V die Eingabe (x, y) akzeptiert (d.h. V akzeptiert, wenn initial das erste Eingabeband
x und das zweite Eingabeband y beinhaltet),

L(V)={xez" |3y e{0,1}":V akzeptiert (x,y)} .

Wir nennen ein solches V auch einen Verifizierer fur V.

Im folgenden sind wir in Polynomialzeit-Verifizierer interessiert. Im Gegensatz zu normalen
Verifizierern ist hier ein Wort x nur in der Sprache, wenn es ein polynomiell langes Zertifikat
y gibt, also y mit |y| € O(|x|k), wobei die Konstante k von x unabhangig ist. Desweiteren
verlangen wir, dass V auf einer Eingabe x und einem polynomiell grof3en Zertifikat auch in
polynomieller Zeit halt.

11.12 Theorem
Die Klasse NP sind genau die Probleme, die von Polynomialzeit-Verifizierern erzeugt werden:
Es gilt £ € NP genau dann, wenn es einen Polynomialzeit-Verifizierer V mit £(V) = L gibt.

Bevor wir den Satz zeigen, mochten wir zunachst einiger Anwendung des Resultats sehen.
Wie bereits oben angesprochen kann man bei SAT eine erfiillende Belegung, welche fiir Ja-
Instanzen existieren muss, als Zertifikat verwenden.
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11.13 Beispiel
Independent Set

Gegeben:  Ein gerichteter Graph G = (V, E) und eine k
Entscheide: Gibtesin G ein Independent Set der GroR3e k?

Hierbei ist ein Independent Set der GréRe k eine Menge V' € V aus k Knoten, so dass es keine
Kante zwischen zwei Knoten aus V' gibt.

Im folgenden Graphen bilden die rot markierten Knoten ein Independent Set der GréRe 2.

N\

Ein Polynomialzeit-Verifizierer fur Independent Set Gberpriift, ob auf dem Zertifikatsband
(die Kodierung von) k Knoten steht, so dass es zwischen diesen Knoten keine Kanten gibt.
Das Zertifikat ist also das Independent Set selbst. Mit Hilfe von Theorem ist also ge-
zeigt, dass Independent Set in NP liegt.

11.14 Beispiel

Subset Sum

Gegeben:  Ein Menge von Zahlen N = {n;, ..., n,} und eine Zahl S
Entscheide: Gibt es eine Teilmenge N’ € N, so dass die Summe der Zahlen in N’ die Zahl|S
ergibt, S=) . n?

Ein Polynomialzeit-Verifizierer fiir Subset Sum tberprift, ob auf dem Zertifikatsband (die Ko-
dierung von) Zahlen steht, die in der urspriinglichen Menge enthalten sind, berechnet ihre
Summe und vergleicht das Ergebniss mit der gegebenen Zahl S. Das Zertifikat ist also die
gesuchte Teilmenge. Mit Hilfe von Theorem ist also gezeigt, dass Subset Sum in NP
liegt.

11.15 Bemerkung
Tatsachlich sind beide Probleme, Independent Set und Subset Sum, sogar NP-vollstandig.

Beweis von Theorem [11.12:

Wir missen zeigen, wie sich eine polynomiell zeitbeschrankte NTM in einen Polynomialzeit-
Verifizierer umwandeln lasst und umgekehrt.

Nehmen wir zundchst an, dass ein Polynomialzeit-Verifizierer } gegeben ist. Wir konstruieren
eine NTM M, die sich auf Eingabe x wie folgt verhalt:
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1. Rate auf einem Arbeitsband das Zertifikat y mit |y| € (’)(lxlk). Hierbei ist k die Konstante
fur V.

2. Simuliere V auf (x, y).
Es ist leicht einzusehen, dass M nur polynomiell viel Zeit braucht und £(M) = L(V) qilt.

Fur die andere Richtung nehmen wir an, dass eine NTM M gegeben ist, die hdchstens poly-
nomiell viel Zeit braucht. Wir kdnnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass
es in jedem Schritt hdchstens zwei mégliche Transitionen gibt. (Ahnliche Annahmen haben
wir bereits in anderen Beweisen verwendet und begriindet.)

Wir wissen auBerdem, dass es eine Konstante k gibt, so dass jede Berechnung von M zu
einer Eingabe x in hochstens O(|x|k) Schritten halt. Wir konstruieren einen Polynomialzeit-
Verifizierer V, der sich auf Eingabe x wie folgt verhalt:

1. Lese in Schritti den Wert y; € {0, 1}, d.h. den i-ten Eintrag des Zertifikatsbands.
2. Falls dieser Eintrag nicht existiert, weise ab.

3. Ansonsten simuliere M auf der aktuellen Konfiguration und verwende y; um den Nicht-
determinismus aufzuldsen: Falls y; = 0, wahle die erste Transition, falls y; = 1 die zweite.

4. Wenn das Ergebnis eine akzeptierende oder abweisende Konfiguration ist, akzeptiere
oder weise ab.

Da V hochstens einen Schritt von M pro Eintrag auf dem Zertifikatsband simuliert und wir
nur polynomiell lange Zertifikate betrachten, ist klar, dass ¥V hochstens polynomiell lange
lauft. Wir argumentieren, dass £(M) = L(V) gilt:

- Wenn x € £(M) gilt, dann gibt es eine akzeptierende Berechnung zu x polynomielle
Lange. Wenn wir die Wahlen von Transitionen, die entlang dieser Berechnung getroffen
werden, zu einer Sequenz y kodieren und als Zertifikat verwenden, wird V, gestartet auf
(x,y), genau diese Berechnung von M simulieren und akzeptieren. Es gilt also x € L(V).

- Wenn x € L(V)gilt, dann gibt es ein polynomiell langes Zertifikat y, so dass V, gestartet
auf (x, y), akzeptiert. GemaR der Konstruktion simuliert V allerdings M, wobei y zum
Auflosen des Nichtdeterminismus verwendet wird. Wenn V akzeptiert, bedeutet dies
insbesondere, dass es eine akzeptierende Berechnung von M zu Eingabe x gibt; damit
gilt x € L(M).
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