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Einflihrung

Vorwort

Dies sind Notizen zur Vorlesung ,Theoretische Informatik 2* die von uns im Sommersemes-
ter 2017 an der TU Braunschweig gehalten wurde.

Hierbei handelt es sich groBtenteils um eine geTeXte Version der von Roland Meyer erstellten
handschriftlichen Vorlesungsausarbeitung, die jedoch um zusatzliche Anmerkungen erganzt

wurde.

Wir geben keinerlei Garantie auf Vollstandigkeit oder Korrektheit. Wir bitten darum, uns Feh-
ler per E-Mail zu melden: s .muskalla@tu-bs.de.

Wir bedanken uns bei Peter Chini flr das Beitragen der Kapitel [0 und [T1].

Wir bedanken uns bei Peter Chini, Jan Merten, Pascal Gebhardt, Maximilian von Unwerth,
Jakob Keller, Yannic Lieder, Moritz Pfister, Morris Kunz, Janosch Reppnow, Rene Kudlek und
allen anderen Personen, die geholfen haben, Fehler in diesen Notizen zu verbessern.

Sebastian Muskalla, Roland Meyer

Braunschweig, 10. Juni 2018



Motivation

In ,Theoretische Informatik 1 haben wir endliche Automaten und Pushdown-Automaten
kennen gelernt. Wir haben uns angesehen, welche Sprachen von diesen Automaten akzep-
tiert werden kdénnen, und wir haben Algorithmen kennengelernt, um diese Automaten zu
analysieren, z.B. Algorithmen, um zu entscheiden ob die Sprache eines endlichen Automa-
ten leer ist.

Man kann diese Automatenmodelle als in ihrem Funktionsumfang beschrankte Computer
bzw. Programme sehen. Mit dieser Sichtweise ist die Untersuchung der akzeptierten Klasse
von Sprachen eine Untersuchung der Berechnungsmachtigkeit dieser Computermodelle,
Oder Frage, welche Probleme von diesen eingeschrankten Programmen gel6st werden kon-
nen. Die betrachteten Algorithmen sind in diesem Sinne Verifikationsalgorithmen, Verfahren,
die fiir ein gegebenes Programm entscheiden, ob es eine bestimmte Eigenschaft hat.

In dieser Vorlesung werden wir uns mit Turing-Maschinen, einem Automatenmodell fur
,richtige” Computer bzw. Programme, beschaftigen. Eine Turing-Maschine hat im Gegensatz
zu endlichen Automaten einen unendlich gro3en Speicher (genau wie auch ein moderner
Computer quasi unbegrenzten Speicher hat), und im Gegensatz zu Pushdown-Automaten
darf sie diesen Speicher ohne Einschrankung verwenden.

Im der Vorlesung zu Entscheidbarkeit und Berechenbarkeit wollen wir uns - ge-
nau wie wir es in ,Theoretische Informatik 1“ getan haben - mit der Machtigkeit von die-
sen Automaten befassen, wir wollen also herausfinden, welche Klasse von Problemen von
Turing-Maschinen geldst werden kann. Man kann sich insbesondere die Frage stellen, ob es
mit Turing-Maschinen mdglich ist, alle wohl-spezifizierten Berechnungsprobleme zu 16sen.
Wir werden feststellen, dass dies nicht der Fall ist: Es gibt nicht-entscheidbare Probleme und
nicht-berechenbare Funktionen. Mehr noch: Ausgerechnet die Verifikationsprobleme, die
in der Theoretischer Informatik von grol3em Interesse sind, gehéren zu diesen unentscheid-
baren Problemen. Selbst das Leerheitsproblem, bei dem zu einem gegebenen Automaten
entschieden werden soll, ob seine Sprache leer ist, er also kein einziges Wort akzeptiert, ist
fur Turing-Maschinen nicht algorithmisch I6sbar.

Turing-Maschinen sind also zu kompliziert, als dass sie sich selbst analysieren kénnten, oder
negativ formuliert, nicht machtig genug, um sich selbst analysieren zu konnen. Eine offen-
sichtliche Frage ist nun, ob Turing-Maschinen bloB eine schlechte Wahl waren, um richtige
Computer zu modellieren. Dies ist nicht der Fall: Turing-Maschinen sind eine Formalisierung
des Begriffs des ,Algorithmus”, sie fassen also die Machtigkeit von Rechenverfahren, Program-
men und Computern. Die Church-Turing-These sagt, dass sich alles, was sich berechnen
lasst, auch mittels einer Turing-Maschine berechnen lasst. Diese Aussage kann man nicht be-
weisen, es wurde allerdings exemplarisch gezeigt, dass viele andere Berechnungsmodelle



(z.B. reale Programme in Assembler, C, Java, ...) hochstens genauso machtig sind wie Turing-
Maschinen.

Im der Vorlesung mochten wir fiir Probleme, die algorithmisch 16sbar sind, unter-
suchen, wie effizient sie sich |6sen lassen. Damit dringen wir in das Gebiet der Komplexitats-
theorie vor. In diesem Feld befasst man sich damit, wie viel Zeit und Speicherplatz Algorith-
men brauchen, um bestimmte Probleme zu I6sen. Hierbei interessieren wir uns fiir obere und
untere Schranken. Eine untere Schranke fiir ein Berechnungsproblem sagt, dass jeder Algo-
rithmus, der das Problem |6sen kann, mindestens eine bestimmte Zeit oder eine bestimmte
Menge Speicherplatz braucht. Eine obere Schranken hingegen wird dadurch bewiesen, dass
man konkret einen Algorithmus angibt, der das Problem mit einem bestimmten Zeit- und
Speicherverbrauch 16st. Im Optimalfall passen die beiden Schranken zusammen. Fiir das Sor-
tieren von Listen beispielsweise ist zum Einen bekannt, dass sich Listen der Lange nim Worst-
Case nicht mit weniger als n - log n Schritten sortieren lassen, anderseits gibt es aber auch
Algorithmen wie z.B. Mergesort, die diese gewlinschte Komplexitat aufweisen.

Es gibt viele offene Probleme in der Komplexitatstheorie, die letztlich darin bestehen, dass ei-
ne grof3e Liicke zwischen den bislang bekannten oberen und unteren Schranken klafft. Von
dieser Form ist unter anderem P z NP, das wohl beriihmteste offene Problem der Informatik.
Es gibt viele Probleme - insbesondere auch solche, die von praktischer Relevanz sind, wie z.B.
viele Optimierungsprobleme — fiir die bislang kein effizienter deterministischer Algorithmus
bekannt ist, fir die man allerdings noch nicht beweisen konnte, dass ein solcher Algorithmus
nicht existieren kann. In den vielen Jahren, in denen P z NP und dhnliche Probleme nun of-
fen sind, hat man statt unterer Schranken, die die absolute Harte eines Problems beweisen
wirden, Definitionen eingefiihrt, mit denen sich die relative Harte von Problemen charak-
terisieren lasst: Man zeigt, dass ein gegebenes Problem mindestens so schwer ist wie eine
ganze Klasse von anderen bislang ungeldsten Problemen. Wir werden die entsprechenden
Konzepte einfiihren und das Handwerkszeug erlernen, mit dem man ein Problem als schwer
nachweisen kann.



Literatur

Zundchst einmal sei gesagt, dass flir diese Vorlesung vorausgesetzt wird, dass die Leserin/der
Leser die Grundlagen der Automatentheorie (endliche Automaten, kontextfreie Grammati-
ken, Pushdown-Automaten) beherrscht. Dieser Stoff wird in der Vorlesung ,Theoretische In-
formatik 1” vermittelt. Zur gegebenenfalls nétigen Auffrischung dieses Stoffes verweisen wir
auf die Fachliteratur sowie auf die Vorlesungsnotizen zu ,Theoretische Informatik 1”:

tcs.cs.tu-bs.de/documents/lecturenotes/theoinf1.pdf .

Die in ,Theoretische Informatik 2“ vorgestellten Themen bilden zusammen mit den oben ge-
nannten Themen aus der Automatentheorie die Grundlagen der Theoretischen Informatik.
Dementsprechend gibt es eine Vielzahl an Blichern zu diesen Inhalten, insbesondere auch
solche, die fur Studierende geschrieben sind. Die Blicher, die zur Vorbereitung der Vorlesung
genutzt worden sind, sind weiter unten zu finden. Es lohnt sich, zusatzlich zu den Vorlesungs-
notizen einen Blick in ein Buch zu werfen. Oft bieten die verschiedenen Quellen unterschied-
liche Blickwinkel auf die Themen, und je nach personlicher Vorliebe mag die eine oder die
andere Sichtweise verstandlicher sein. Es ist zu beachten, dass sich die Notationen und Defi-
nitionen in den Blichern geringfligig voneinander unterscheiden, letztlich sind die dahinter-
stehenden Konzepte jedoch die Gleichen.

Diese Vorlesung basiert zu gro3en Teilen auf Vorlesungen, die Roland Meyer in der Vergan-
genheit ausgearbeitet und gehalten hat.

. Der der Vorlesung zu Entscheidbarkeit basiert auf der Vorlesung ,Formale
Grundlagen der Programmierung®, die von Roland Meyer im Sommer 2016 an der TU
Kaiserslautern gehalten wurde.

Die handschriftliche Vorlesungsausarbeitung und weitere Materialien sind auf der fol-
genden Website zu finden:
tcs.cs.tu-bs.de/teaching/FGDP_SS_2016.html

. Der der Vorlesung zur Komplexitatstheorie basiert auf der Vorlesung ,Kom-
plexitatstheorie”, die z.B. von Roland Meyer und Prakash Saivasan im Winter 2016/17
an der TU Braunschweig gehalten wurde.

Die handschriftliche Vorlesungsausarbeitung und weitere Materialien sind auf der fol-
genden Website zu finden:
tcs.cs.tu-bs.de/teaching/ComplexityTheory_WS_20162017.html

Ein Teil der Vorlesungsnotizen wurden von Roland Meyer, Prakash Saivasan, Peter Chini,
Judith Stengel und Sebastian Muskalla in ein geTeXtes Skript Giberfiihrt:
tcs.cs.tu-bs.de/documents/lecturenotes/complexity.pdf


http://tcs.cs.tu-bs.de/documents/lecturenotes/theoinf1.pdf
http://tcs.cs.tu-bs.de/teaching/FGDP_SS_2016.html
http://tcs.cs.tu-bs.de/teaching/ComplexityTheory_WS_20162017.html
http://tcs.cs.tu-bs.de/documents/lecturenotes/complexity.pdf

Des Weiteren verweisen wir als alternative Quelle auf die Vorlesungsnotizen von Prof. Ada-

mek zu ,Theoretische Informatik | & I1":
tu-braunschweig.de/Medien-DB/iti/ti-17_02_2016.pdf

Der Ausarbeitung der Vorlesung liegen die folgenden Biicher zugrunde. Die Vorlesung folgt

allerdings keiner der angegebenen Quellen streng.

[Sch08]

[HMUO02]

[Neb12]

[Sip96]

[Weg03]

[Koz97]

[Gol08]

U. Schoning
Theoretische Informatik — kurz gefasst
Springer Spektrum, 2008

J. E. Hopcroft, R. Motwani, J. D. Ullman

Einfiihrung in die Automatentheorie, Formale Sprachen und Komplexitats-
theorie

Addison-Wesley Longman, 2002

M. Nebel
Formale Grundlagen der Programmierung
Springer Vieweg, 2012

M. Sipser
Introduction to the Theory of Computation
International Thomson Publishing, 1996

I. Wegener
Complexity Theory
Springer, 2005

D. Kozen
Automata and Computability
Springer, 1977

O. Goldreich
Computational Complexity
Cambridge University Press, 2008


https://www.tu-braunschweig.de/Medien-DB/iti/ti-17_02_2016.pdf

Fixpunkttheorie & Datenflussanalyse

In einer friheren Version dieser Notizen fanden sich an dieser Stelle die Vorlesungsinhalte zu
Fixpunkttheorie und Datenflussanalyse. Mittlerweile wurden diese Themen in die Vorlesung
+Theoretische Informatik 1” verschoben, dementsprechend finden sie sich nun auch in den
Vorlesungsnotizen zu dieser Vorlesung:

tcs.cs.tu-bs.de/documents/lecturenotes/theoinf1.pdf .


http://tcs.cs.tu-bs.de/documents/lecturenotes/theoinf1.pdf

Teil I.
Entscheidbarkeit & Berechenbarkeit

TODO: Einfuhrender Text
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1. Turing-Maschinen & Entscheidbarkeit

1. Turing-Maschinen & Entscheidbarkeit

A) Entscheidungsprobleme

Wie in der Einfliihrung erwahnt wurde, wollen wir nun untersuchen, welche Probleme algo-
rithmisch I6sbar sind. Zunachst beschranken wir uns auf Entscheidungsprobleme, deren L6-
sung Ja oder Nein ist.

Formal ist ein Entscheidungsproblem eine (typischerweise unendlich gro3e) Menge von In-
stanzen Z, die in die Ja-Instanzen und die Nein-Instanzen unterteiltist, also Z = 7, U Z,,,.

Ein Entscheidungsproblem algorithmisch zu 16sen bedeutet, mit Hilfe eines Algorithmus fir
Instanzen i € 7 zu entscheiden, ob i € 7, gilt.

Entscheidungsprobleme werden oft wie folgt dargestellt.

EntscheidungsproblemzuZ =7, v 7,

Gegeben: Instanzie T
Entscheide: Gilti € Z,,?

Wort-Probleme sind besondere Entscheidungsprobleme. Sei X ein (endliches, nicht-leeres)
Alphabet und £ ¢ =* eine (formale) Sprache. Das Wortproblem zur Sprache L ist wie folgt
definiert.

Wortproblem zu £

Gegeben: Wortw € X"
Entscheide: Giltw € £?

Das Wortproblem ist also ein Entscheidungsproblem mit
I=%"=Lu(Z\L)),
Iyes Tno

die Worter in £ sind also die Ja-Instanzen, die Worter im Komplement von £ die Nein-
Instanzen.

Bei den meisten Problemen, fur die wir uns interessieren, sind die Instanzen Texte, Zahlen,
Formeln, Quellcode von Programmen, oder Ahnliches. All diese Objekte lassen sich als Strings
(Worter) Uber einem geeigneten Alphabet X auffassen, oft z.B. Giber = = {0, 1}.

Dies bedeutet, dass sich (fast) jedes Entscheidungsproblem als Wortproblem fiir eine be-
stimmte Sprache £ ¢ 3 auffassen ldsst. Wir werden uns daher im Folgenden auf das Lésen
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1. Turing-Maschinen & Entscheidbarkeit

von Wortproblemen fokussieren. Wir werden formale Sprachen daher im Folgenden auch als
Probleme bezeichnen.

Aus ,Theoretische Informatik 1 sind fiir bestimmte Sprachklassen bereits Entscheidungsalgo-

rithmen fiir das Wortproblem bekannt:

« Simulation des Automaten fiir reguldre Sprachen, gegeben durch deterministische

endliche Automaten.

« On-the-fly-Determinisierung des Automaten fiir reguldre Sprachen, gegeben durch
nicht-deterministische endliche Automaten.

« CYK-Algorithmus fiir kontextfreie Sprachen, gegeben durch kontextfreie Grammatiken
in CNF.

Diese Sprachklassen sind allerdings sehr eingeschrankt. Nun wollen wir herausfinden, was es
im Allgemeinen bedeutet, das Wortproblem fiir eine Sprache algorithmisch zu |6sen.

Hierbei wollen wir ein geeignetes Automatenmodell fiir allgemeine Algorithmen finden,

namlich Turing-Maschinen.
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1. Turing-Maschinen & Entscheidbarkeit

B) Turing-Maschinen

Ziel ist es im Folgenden, Turing-Maschinen und ihre Berechnungen zu definieren.

Intuitiv ist eine Turing-Maschine ein Automat, der auf einem unendlichen Band operiert.

——————— Kontrollzustand

Lese-/Schreibkopf

Band

Genau wie dies von endlichen Automaten und Pushdown-Automaten bekannt ist, hat eine
Turing-Maschine eine endliche Menge von Kontrollzustanden. Das Band, auf dem sie arbei-
tet, stellt ihr unbegrenzt viel Speicher zur Verfligung. Ihren Schreib- & Lesekopf darf sie auf
diesem Band ohne Einschrankung bewegen (im Gegensatz zu Pushdown-Automaten, die in
jedem Schritt nur das oberste Element ihres Stacks anfassen diirfen).

Turing-Maschinen wurden 1936 vom bertihmten britischen Mathematiker Alan Turing (1912-
1954) eingeflihrt. Sie sind eine sehr erfolgreiche Formalisierung des Begriffs der algorithmi-
schen Losbarkeit bzw. Entscheidbarkeit. Die Church-Turing-These, benannt nach Turing und
nach Alonzo Church (1903-1995), sagt:

Alles, was sich intuitiv berechnen l3sst, lasst sich mit einer Turing-Maschine berechnen.

Sie lasst sich nicht beweisen - wir quantifizieren schlie3lich tiber alle méglichen Berech-
nungsmodelle - allerdings sind alle anderen Berechnungsmodelle, die man sich bislang tiber-
legt hat, hochstens genauso machtig wie Turing-Maschinen. Beispielsweise lassen sich reale
Programme (Assembler, C, Java, ...) durch Turing-Maschinen simulieren.

1.1 Definition
Eine (deterministische) Turing-Maschine, kurz DTM oder nur TM, M ist ein Tupel

M = (07 Zv ra 67 qO)
mit
« Qist eine endliche Menge von Kontrollzustanden,

- qo € Qist der Start- oder Initialzustand,

- QGacc € Qist der akzeptiertende Zustand,

13



1. Turing-Maschinen & Entscheidbarkeit

- Qrj € Qist der abweisende Zustand,

- Zusammen nennt man g, q,.; die Haltezustande, es gilt g,c # qy.;,
- 2 ist das endliche, nicht-leere Eingabealphabet,
- ['ist das endliche, nicht-leere Bandalphabet,

-2cfT,

$ € Tist der (linke) Endmarker,

. € l'ist das Leerzeichen oder Blank-Symbol,

esqiltS$+ . ,$¢%, . ¢53,

« Jist die (deterministische) Transitionsfunktion
6:QxT > QxTIx{LR},

welche die folgenden beiden Zusatzanforderungen erfiillt, die wir spater genauer er-
lautern werden:

(1)
VqgeQ3q € Q:8(q,%)=(q,%,R),

Ya el 3d,d €{L,R}:6(qucc, a) = (Gucc: a, d) und 8(q,ej, a) = (e, a. d) .

Man beachte, dass wir die Zustande g, und g,.; und die Symbole $ und _. fixiert haben. Der
Startzustand ist im Tupel angegeben, sein Name kann somit variiert werden.

Die vorherige Definition fixiert die Syntax von Turing-Maschinen. Nun missen wir die Seman-
tik von Turing-Maschinen, das heil3t ihre Berechnungszustande und Berechnungen definie-
ren. Bevor wir dies formal tun, geben wir eine intuitive Erklarung.

Intuitiv besteht die Konfiguration einer Turing-Maschine aus
- einem Kontrollzustand g € Q

. dem Bandinhalt, den man als Funktion t:N — I sehen kann, die der n-ten Zelle ihren
Inhalt t(n) € I zuordnet, und

« der Kopfpositioni € N.

14



1. Turing-Maschinen & Entscheidbarkeit

Wir werden hierbei davon ausgehen, dass die erste Zelle immer mit dem Endmarker $ gefiillt
ist, d.h. t(0) = $. Des Weiteren ist nur ein endliches Anfangsstlick des Bandes beschrieben,
der Rest des Bandes ist mit Blanks gefullt: 3k: VYn > k : t(n) = _.

Sei nun
(g, a) = (p, b,d)

eine Abbildungsvorschrift gemaR der Transitionsfunktion 6. Dies bedeutet, dass die Maschi-
neM

« im Zustand g € Q,
- wenn an der aktuellen Kopfposition Symbol a € T steht,
im nachsten Schritt die folgenden drei Operationen ausfiihrt:
1. Andere Kontrollzustand zu p € Q.
2. Ersetze den Inhalt der Zelle (derzeit a) durch Symbol b €T.
3. Bewege den Kopf um eine Position nach links (falls d = L) bzw. nach rechts (falls d = R).

Mit dieser Intuition kdnnen wir nun die beiden Zusatzanforderungen an 6 aus der Definition
von Turing-Maschinen verstehen:

(1) bedeutet, dass der Endmarker $ nie durch ein anderes Symbol lGiberschrieben wird. Zu-
dem darf die Maschine, wenn sie den Endmarker sieht, nur nach rechts gehen.

(2) bedeutet, dass die Maschine, sobald sie in einem haltenden Zustand ankommt, den Zu-
stand und den Bandinhalt nicht mehr andert.

Wir formalisieren nun die intuitive Definition von Konfigurationen und Berechnungen.

15



1. Turing-Maschinen & Entscheidbarkeit

1.2 Definition
SeiM = (Q,%,T, &, q,) eine Turing-Maschine.

a)

Eine Konfiguration von Mist ein Tripelugv e x Q x ™.
Formal musste man (u, g, v) schreiben, wir lassen die Klammern aus.

Die Idee hierbei ist, dass u der Bandinhalt links vom Kopf ist, g der aktuelle Kontrollzustand
und v der Bandinhalt rechts vom Kopf, wobei das erste Symbol von v der Bandinhalt an
der aktuellen Kopfposition ist.

Wie bereits erklart, betrachten wir ausschlieflich Konfigurationen, bei denen
nur ein endlicher Teil des Bandes beschrieben ist. Formal identifizieren wir

V=Vl_J=Vl_H_I=...=Vl_1w-

Die Transitionsfunktion 6 induziert eine Transitionsrelation zwischen Konfigurationen,
die wie folgt definiert ist:

uagbv - uqacv, falsd(g,b)=(q,cL),
uagbv - uacqv, fallsé(g,b)=(q,cR).

fira,b,cel,q,qg € Qu,ver:.

Man sieht, dass die Transitionsrelation - genau die zuvor beschriebenen Schritte umsetzt.
Da 6 eine deterministische Transitionsfunktion ist, ist auch die Transitionsrelation auf Kon-
figurationen deterministisch, d.h. jede Konfiguration hat einen eindeutigen Nachfolger
bezuglich —.

Die Startkonfiguration von M fiir die Eingabe w € X" ist die Konfiguration £ g, $w.

Dies bedeutet, dass sich die Maschine im Startzustand befindet, das Band mit dem End-
marker, der Eingabe, und danach mit Blanks gefillt ist, und der Kopf auf den Endmarker
zeigt.

Eine Konfiguration u g v heif3t
- akzeptierend, falls g = g,
- abweisend, falls g = g,
- haltend, falls g € {Gacc, Grej}-

Eine Berechnung von M auf Eingabe w € X" ist die eindeutige, unendliche Sequenz von
Konfigurationen

G=€EGQSW>C>CG>CG— ...

die sich von der Startkonfiguration zu w aus ergibt, in dem man in jedem Schritt den (ein-
deutigen) Nachfolger beziiglich der Transitionsrelation - nimmt.

16



1. Turing-Maschinen & Entscheidbarkeit

Oftmals interessiert man sich nur fiir einen endlichen Prafix ¢, -» ... = ¢, einer Berech-
nung.

f) Eine Berechnung heif3t akzeptierend, falls sie nach endlich vielen Schritten eine akzeptie-
rende Konfiguration erreicht, d.h. 3i € N: ¢; = u g V.

Analog nennt man die Berechnung abweisend bzw. haltend, falls sie nach endlich vielen
Schritten eine abweisende bzw. haltende Konfiguration erreicht.

Man beachte, dass gemaR Zusatzanforderung (2) die Maschine Kontrollzustand und Band-
inhalt nicht mehr andern darf, sobald sie in einer haltenden Konfiguration ankommt. Da-
her kann man den Rest einer haltende Berechnung abschneiden, sobald ein Haltezustand
erreichtist, ohne Informationen zu verlieren. Man interessiert sich also nur fiir das kleinste
Prafix o » ... = ¢; der Berechnung, so dass ¢; haltend ist.

g) Maschine M akzeptiert Eingabe w € X*, wenn die Berechnung von M zu w akzeptierend
ist.

h) Die Sprache £(M) der Maschine M ist die Menge aller akzeptierten Worter,
L(M) ={w € =" | M akzeptiert w} = {w € =" | e o $W " U Guec v} -

1.3 Definition
Eine Sprache £ ¢ " heilt semi-entscheidbar oder rekursiv aufzihlbar oder (Turing) er-
kennbar, wenn es eine Turing-Maschine M = (Q, %, T, §, g,) mit £ = L(M) gibt.

Es mag verwirrend sein, dass wir hier drei verschiedene Begriffe einfliihren, die alle das Sel-
be bezeichnen. Dies liegt daran, dass im Laufe der Zeit das Problem aus unterschiedlichen
Blickwinkeln betrachtet wurde. Da alle Begriffe geldaufig sind und in der Literatur verwendet

werden, mochten wir sie auch alle hier nennen.

Wir werden hauptsachlich semi-entscheidbar verwenden. Im nachsten Kapitel werden wir se-
hen, dass rekursiv aufzédhlbar tatsachlich bedeutet, dass man die Sprache mit einem Algorith-
mus aufzahlen kann.

Man sollte sich nun (mindestens) drei Fragen stellen:
1. Sind alle Sprachen semi-entscheidbar? Wenn nein, welche sind es nicht?

2. Warum heif3t es blof3 semi-entscheidbar, also halb-entscheidbar? Was ist der Unter-
schied zu entscheidbar?

3. Wir haben bei der Definition von Turing-Maschinen diverse, willklrlich anmutende Ent-
scheidungen getroffen:
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1. Turing-Maschinen & Entscheidbarkeit

- Wir haben nur ein Band,
« dieses Band ist nur nach Rechts unendlich, und
« Turing-Maschinen sind deterministisch.

In wie fern andert sich die Klasse der semi-entscheidbaren Sprachen, wenn wir die De-
finition verandern?

Zur 1. Frage:

Es gibt nicht-semi-entscheidbare Sprachen. Um genau zu sein, zeigen wir im Beweis des fol-
genden Satzes, dass die Klasse der semi-entscheidbaren Sprachen im Vergleich zu allen Spra-
chen winzig klein ist.

1.4 Theorem
Sei X ein Alphabet. Es gibt Sprachen Uber %, die nicht semi-entscheidbar sind.

Beweis:
Um die Aussage zu beweisen, wollen wir wie folgt verfahren: Wir zdhlen alle Sprachen (iber
> und wir zéhlen die semi-entscheidbaren Sprachen tber X und vergleichen.

Behauptung: Es gibt liberabzahlbar viele Sprachen.

Zundchst beweisen wir, dass es liberabzahlbar viele Sprachen tiber X gibt. Hierzu wollen wir
ausnutzen, dass die Potenzmenge der naturlichen Zahlen P(N) = {M | M c N} als tGberab-
zahlbar bekannt ist.

Wir fixieren ein beliebiges Symbol a € X und definieren eine Abbildung ¢, die einer natrli-
chen Zahl eine sogenannte unire Codierung als Wort in =* zuordnet.

c: N - 3
n - d=a..a
—_—
n Mal

Diese Abbildung ist injektiv, d.h. aus n # m folgt c(n) # ¢(m), womit bewiesen ist, dass "
mindestens so groB ist wie N. Dementsprechend ist auch die Menge aller Sprachen (ber Z,
also die Potenzmenge P(2”) = {£ | £ ¢ ="} mindestens genauso groB wie die Potenzmenge
von N. Wir kdnnen dies explizit beweisen, in dem wir die Abbildung ¢ wie folgt liften:

¢ : P(N) » P(zF)
M v {c(n)|neM}.
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Da c injektiv war, ist auch ¢’ injektiv, dementsprechend gilt |P(N)| < |P(2")|. Da die Potenz-
menge der natirlichen Zahlen bereits tGiberabzahlbar ist, ist auch die Menge aller Sprachen
iiberabzihlbar. (Man kénnte sogar |P(N)| = |P(2*)| = |R| beweisen.)

Behauptung: Es gibt nur abzahlbar viele semi-entscheidbare Sprachen.

Hierzu wollen wir zunachst die Menge aller Turing-Maschinen abzahlen, da sich jede semi-
entscheidbare Sprache durch eine Turing-Maschine definieren lasst.

Hierzu nehmen wir O.B.d.A. (ohne Beschrankung der Allgemeinheit) an, dass die Turing-
Maschinen der Form (Q, X, T, 8, q,) fur

Q={40,G1, - - -, dk: Gace: Grej}

und
r=ZU{ao,...,am,$,g}

sind. Diese Annahme ist dadurch gerechtfertigt, dass die von der Maschine akzeptierte Spra-
che, fir welche wir uns interessieren, nicht von den Namen der Kontrollzustande und der
Bandsymbole abhangt. Wir konnen jede beliebige Maschine durch Umbenennen der Sym-
bole in die gewilinschte Form Uberfiihren, ohne ihre Sprache zu verandern.

Man beachte, dass es fir fixierte Zahlen k, m nur endliche viele Maschinen gibt, denn es gibt
nur héchstens (k + 2)° - (|| + 2 + m)* - 2 Mdglichkeiten fir die Transitionsfunktion 6.

Wir zahlen nun alle Turing-Maschinen (der entsprechenden Form) auf, in dem wir das Can-
tor’'sche Diagonalverfahren verwenden. Dieses sollte aus dem Beweis, dass Q abzahlbar ist,
bekannt sein.
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Wir laufen - wie in der Grafik angedeutet — schlangenlinienférmig durch die Tabelle, die ei-
nen Eintrag pro Kombination aus m und k hat (und dementsprechend nach rechts und nach
unten unendlich ist). Dabei treffen wir jede Zelle (k, m) € N genau ein Mal.

Wir erhalten unsere gewiinschte Abzahlung aller Turing-Maschinen, indem wir jedes Mal,
wenn wir eine Zelle (k, m) treffen, die endlich vielen Turing-Maschinen fiir dieses k und dieses
m aufzahlen.

Wir haben nun bewiesen, dass die Menge der Turing-Maschinen abzahlbar ist, es gibt nun
also eine Abzdahlung My, M, M,, .. ., in der jede Turing-Maschine vorkommt. Betrachte nun
die Abzahlung £L(M,), L(M;), L(M,), .. . der entsprechenden Sprachen. Diese Abzahlung be-
inhaltet alle semi-entscheidbaren Sprachen, da jede solche Sprache die Sprache einer Turing-
Maschine ist. Eventuell kann es sein, dass fiir Indizes i # j die Sprachen £(M;) = E(Mj) gleich
sind, dies stort uns allerdings nicht weiter.

Wir haben nun bewiesen, dass die Menge der semi-entscheidbaren Sprachen abzahlbar ist.

Konklusion: Die Menge der Sprachen ist Uberabzahlbar, die Menge der semi-
entscheidbaren Sprachen nur abzahlbar. Damit ist die Menge der nicht-semi-entscheidbaren
Sprachen auch uberabzahlbar, insbesondere gibt es also nicht-semi-entscheidbare Spra-
chen. O

Dieser Beweis stellt uns nicht wirklich zufrieden, denn er ist nicht konstruktiv. Wir haben
zwar bewiesen, dass es nicht-semi-entscheidbare Sprachen geben muss, allerdings immer
noch kein konkretes Beispiel zur Hand. Tatsachlich sind die meisten Sprachen, die einem als
Mensch in den Sinn kommen, semi-entscheidbar. Wir werden uns noch etwas gedulden miis-
sen, bis wir flir eine konkrete Sprache beweisen werden, dass sie nicht semi-entscheidbar ist.

Zur 2. Frage:

Die zweite Frage fuihrt zum Begriff der Entscheidbarkeit.

C) Entscheidbarkeit

Wenn wir eine allgemeine Turing-Maschine M - im Folgenden nennen wir solche Turing-
Maschinen auch Semi-Entscheider — auf einer Eingabe w simulieren, gibt es drei Méglich-
keiten:

1. M akzeptiert w, d.h. die Berechnung von M auf Eingabe w erreicht nach endlich vielen
Schritten eine akzeptierende Konfiguration.
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2. Mweistw ab, d.h. die Berechnung von M auf Eingabe w erreicht nach endlich vielen Schrit-
ten eine abweisende Konfiguration.

3. M halt nicht fur Eingabe w, d.h. die unendliche Berechnung von M auf w erreicht niemals
eine haltende Konfiguration.

Der letzte Fall wird umgangssprachlich als Endlosschleife bezeichnet. Nur im ersten Fall gilt
w € L(M),in den anderen beiden Féllen w ¢ £(M).

Wenn wir eine Eingabe w haben, fiir die wir bereits wissen, dass w € £(M) gilt, konnen wir
dies verifizieren, indem wir M auf Eingabe w simulieren: Die Berechnung wird nach endlich
vielen Schritten akzeptieren. Wenn wir eine Eingabe w ¢ £(M) haben und M simulieren, kann
M entweder abweisen oder unendlich lange laufen.

Fir eine Eingabe w € ¥*, (iber die wir noch nichts wissen, lasst sich w € £(M) nicht durch
Simulation entscheiden: Falls M nach endlich vielen Schritten anhalt, wissen wir ob w € £(M)
gilt, falls M nicht anhalt, wissen wir jedoch nicht,

« ob die Berechnung in der Zukunft noch anhalten wird, und wir blo8 noch nicht genu-
gend viele Schritte simuliert haben, oder

- ob die Berechnung niemals halten wird.

Das Problem am dritten Fall von oben ist also, dass er schwer von den anderen beiden zu
unterscheiden ist.

Eine Turing-Maschine ist also zunachst blo ein Semi-Entscheider, also ein Algorithmus, mit
dem man die Ja-Instanzen in endlicher Zeit verifizieren kann, allerdings fiir beliebige Instan-
zen eventuell unendlich lange simulieren misste.

Um dieses Problem zu I6sen, schlieBen wir den dritten Fall oben per Definition aus.

1.5 Definition
Eine Turing-Maschine heif3t haltend, total oder ein Entscheider, wenn sie auf jeder Eingabe
nach endlich vielen Schritten halt.

1.6 Definition
Eine Sprache £ ¢ X" heil3t entscheidbar oder rekursiv, wenn es einen Entscheider M mit
L = L(M) gibt.

1.7 Bemerkung

Auch hier haben wir wieder verschiedene Begriffe, die das Selbe bedeuten. Wir werden ent-
scheidbar verwenden, der Begriff rekursiv kommt von einer anderen Herangehensweise an
den Vorlesungsinhalt.
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Wir erkldaren nun noch, warum man einen Entscheider auch eine totale Turing-Maschine
nennt. Eine Turing-Maschine M definiert eine partielle Funktion, also eine Funktion, die nicht
zu jedem Wert auch einen Funktionswert hat.

simy @ £ -, {0,1} £ B = {false, true}
0, falls M Eingabe w abweist,
w e 1, falls M Eingabe w akzeptiert,
undefiniert, falls M auf Eingabe w nicht halt.

Wenn M ein Entscheider ist, tritt der letzte Fall nicht auf, daher ist simy, in diesem Fall eine
totale Funktion. Um genau zu sein, ist simy dann die totale charakteristische Funktion )
von L(M),

Xew T = {0,1} 2 B = {false, true}

0, fallsw ¢ L(M),
w B
1, fallsw e L(M).

)

Der Begriff der Entscheidbarkeit wirft neue Fragen auf:
- Ist jede semi-entscheidbare Sprache auch entscheidbar?

Dies ist nicht der Fall, aber auch hier mussen wir uns noch gedulden, um Beispiele zu

sehen.

- Wie kann man fiir eine gegebene Turing-Maschine feststellen, ob sie ein Entscheider

ist?

Letzteres Problem ist das sogenannte Totalitatsproblem.

Totalitatsproblem

Gegeben:  Turing-Maschine M
Entscheide: Ist M ein Entscheider?

Damit wir dieses Problem mit unseren Methoden untersuchen kdnnen, missen wir es zu-
nachst als Wortproblem auffassen, dass heif3t wir missen eine Turing-Maschine als Wort in
>*, fiir ein geeignetes Alphabet ¥, auffassen.

Spater werden wir dies tun und feststellen, dass das Totalitatsproblem nicht einmal semi-
entscheidbar ist. Teilweise wird das Totalitatsproblem in der Literatur auch Halteproblem ge-
nannt; Wir werden mit Halteproblem jedoch ein anderes Problem bezeichnen.
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Zur 3. Frage:

Die dritte Frage von oben fragt danach, ob die Klasse der (semi-)entscheidbaren Sprachen
robust gegeniiber Veranderungen an der Definition von Turing-Maschinen ist. Wir haben
bereits die Church-Turing-These genannt, welche vermutet, dass alle Berechnungsmodelle
hochstens so machtig wie Turing-Maschinen sind. Daher erwarten wir, dass sich alle Varian-
ten von Turing-Maschinen durch Turing-Maschinen, wie sie oben definiert sind, simulieren
lassen.

D) Varianten von Turing-Maschinen

Turing-Maschinen mit beidseitig unendlichem Band

1.8 Definition

Turing-Maschinen mit beidseitig unendlichem Band sind analog zu Turing-Maschinen defi-
niert, allerdings entfallt der Endmarker $ und auch die Zusatzanforderung (1). Wir nehmen
an, dass zu einer Eingabe w die Initialkonfiguration von der Form

.. l_H_H_H_IWO.. .Wkl_H_H_H_J ...

ist, wobei der Kopf auf dem ersten Symbol der Eingabe ist, und die Maschine auf dem Band
sowohl nach rechts als auch nach links unbegrenzt laufen kann.

1.9 Theorem

Zu jeder TM M, mit beidseitig unendlichem Band gibt es eine TM M, die M, effizient simu-
liert. Insbesondere gilt £L(M,,) = £(M). Wenn M_, auf jeder Eingabe nach endlich vielen Schrit-
ten halt, dann ist auch M ein Entscheider.

Beweis: Ubungsaufgabe. ]

1.10 Korollar

Die Klasse der von Turing-Maschinen (semi-)entscheidbaren Sprachen ist gleich der Klas-
se der von Turing-Maschinen mit beidseitig unendlichem Band (semi-)entscheidbaren Spra-
chen.

1.11 Bemerkung

Im obigen Theorem haben wir gesagt, dass M die Maschine M_, effizient simuliert. Effizient
bedeutet hierbei, dass M auf jeder Eingabe héchstens polynomiell mehr Platz und Zeit als
M, braucht, bis sie akzeptiert oder abweist. Derzeit ist dies nicht relevant, wir werden hierauf
zuriickkommen und die Definition von effizient prazisieren, wenn wir uns mit Komplexitats-
theorie beschaftigen.
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Mehr-Band-Turing-Maschinen

1.12 Definition
Sei k € N, k > 0. k-Band-Turing-Maschinen sind analog zu Turing-Maschinen definiert, aller-
dings haben sie k Bander und einen Kopf pro Band. Dementsprechend hat die Transitions-
funktion nun die Signatur

5:Qx T > Qxx{Ls R,

d.h. die Maschine liest in jedem Schritt auf jedem Band die Zelle an der aktuellen Kopfposi-
tion, modifiziert diese Zellen und kann die Képfe unabhdngig voneinander bewegen. Wenn
die letzte Komponente d = S ist, bedeutet dies, dass wir den entsprechenden Kopf nicht
bewegen (S wie stay).

In der Initialkonfiguration einer solchen Maschine sind alle Bander bis auf das erste leer,
d.h.geflllt mit S ...

Wir nehmen an, dass die beiden Zusatzanforderungen so angepasst werden, dass der End-
marker auf allen Bandern respektiert wird, und dass kein Band mehr verandert wird, sobald
ein Haltezustand erreicht wurde.

1.13 Theorem: Bandreduktion

Zu jeder k-Band-Turing-Maschine M, gibt es eine Turing-Maschine M, die M, effizient simu-
liert. Insbesondere gilt £L(M,) = L(M). Wenn M, auf jeder Eingabe nach endlich vielen Schrit-
ten halt, dann ist auch M ein Entscheider.

Beweis:

M simuliert einen Schritt von M, durch eine Sequenz von Schritten. Die Idee hierbei ist, den
Inhalt der k Bander von M, in einem einzigen Band zu speichern. Wir stellen uns vor, dass
dieses eine Band in 2k Spuren unterteilt ist. Formal ist das Bandalphabet

M= x{* - uzuis, _},

wobei I hierbei das Bandalphabet von M, ist. Die (2¢ — 1)-te Komponente eines Buchstaben in
[ speichert den Inhalt des ¢-ten Bandes. Die (2¢)-te Komponente, die ein Element von {*, —}
ist, wird verwendet, um die Kopfposition von M, auf dem ¢-ten Band durch % zu markieren.
Dies ist notwendig, weil M, die Kopfe auf jedem Band unabhangig voneinander bewegen
kann. Es gibt genau ein Vorkommen von * in der 2¢-ten Spur, die anderen Eintrage sind —.
Die folgende Abbildung illustriert die Konstruktion.
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- [oJo]@[1]o]--- olol@[1]o0
| VO iy i et el el
- [ofrfol@f-]-- ool
| .o —_— —_— * f—
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Ein Schritt von M, wird von M wie folgt simuliert: M beginnt links beim Endmarker $. M be-
wegt ihren Kopf nach rechts liber das Band, bis sie das erste Symbol ., findet. Hiermit ist
wirklich das Symbol .., € [ gemeint, nicht ein Vektor, der als Eintrage . hat.

Auf dem Weg dahin sammelt M die k Symbole, die sich an den jeweiligen Kopfpositionen
befinden und speichert sieim Kontrollzustand. Dies ist moglich, weil diese Symbole wie zuvor
besprochen markiert sind.

Sobald M diese Symbole gespeichert hat, kann sie eine Transition von M, simulieren. Hierzu
bewegt sie den Kopf zuriick zum Anfang und macht dabei die entsprechenden Anderungen
am Bandinhalt, die den Anderungen der Kopfpositionen und Bandinhalten der Transition
von M, entsprechen.

Sobald M wieder beim Endmarker angekommen ist, wechselt M in den entsprechenden Kon-
trollzustand von M,. ]

1.14 Korollar
Die Klasse der von Turing-Maschinen (semi-)entscheidbaren Sprachen ist gleich der Klasse
der von Turing-Maschinen mit k > 0 Bandern (semi-)entscheidbaren Sprachen.

Alphabetsreduktion

Reale Computer arbeiten mit Binarzahlen bzw. mit Strings Gber dem Alphabet {0, 1}. Man
kann auch Turing-Maschinen entsprechend beschranken.

1.15 Theorem: Alphabetsreduktion
SeiM=(Q,Z,T, &, q,) eine TM. Es gibt eine Abbildung

bin: T - {0, 1}"
und eine TM M, = (Q',{0,1},{0,1,$, _}, 8, go) mit
weLM)cs” gdw. bin(w) € £L(My;,) € {0,1}".
Wenn M ein Entscheider ist, dann ist auch M,;, ein Entscheider.
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Beweisskizze:
Wir ordnen jedem Zeichen aus I eine Binarkodierung zu. Hierzu bendtigen wir k = [log, |l ]
Bits pro Symbol.

Um einen Schritt von M zu simulieren, verhalt sich My;, wie folgt:

« Lese die k Bits ab der aktuellen Kopfposition und speichere sie im aktuellen Kontrollzu-
stand.

(Beachte, dass sich beschrankte Worter im Kontrollzustand speichern lassen!)

« Wahle die passende Transition von M flir den aktuellen Kontrollzustand und das durch
die k Bits codierte Symbol aus.

+ Gehe zuruick und ersetze dabei die k Bits durch die Kodierung des neuen Bandsymbols.

- Bewege den Kopf um k Bits nach links oder rechts, um die Kopfbewegung von M zu

simulieren.

« Andere den Kontrollzustand.

E) Nichtdeterminismus

Nichtdeterminismus ist deutlich komplizierter als die anderen Variationen. In ,Theoretische
Informatik 1“ haben wir mit Hilfe der Potenzmengenkonstruktion gesehen, dass determinis-
tische endliche Automaten und nicht-deterministische endliche Automaten gleich machtig
sind. Hierbei gab es allerdings einen Blowup: Im Worst-Case hat der durch die Potenzmen-
genkonstruktion konstruierte DFA exponentiell mehr Zustande als der zugrunde liegende
NFA.

Fur Pushdown-Automaten kann man zeigen, dass Nichtdeterminismus echt machtiger ist als
Determinismus. Beispielsweise lasst sich die Sprache der Palindrome gerade Lange

EPaIin even = {W.WYEVETSE | we {G, b}*}

nicht von einem deterministischen Pushdown-Automaten akzeptierten, obwohl sie kontext-
frei ist.

Im folgenden werden wir sehen, dass sich nicht-deterministische Turing-Maschinen zwar
durch DTMs simulieren lassen, allerdings flihrt diese Simulation zu einem Blowup. Wahrend
sich bei endlichen Automaten der Blowup nur auf die Anzahl der Zustande bezog, aber der
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DFA trotzdem nur einen Schritt pro Buchstaben des Eingabewortes benétigt, fihrt der Blo-
wup bei Turing-Maschinen zu einem exponentiellen Anstieg der Berechnungsschritte.

1.16 Definition
Nicht-deterministische Turing-Maschinen (NTM) sind analog zu DTMs definiert, allerdings ist
6 nun eine nicht-deterministische Transitionsfunktion

6:QxT > P(QxTx{L R},

die einem Zustand g und einem Symbol a eine Menge 6(q,a) von moéglichen Aktionen
(p, b, d) zuordnet.

Dementsprechend hat eine Konfiguration u g a.v nun nicht mehr einen eindeutigen Nach-
folger gemal? der Transitionsrelation auf Konfigurationen, sondern eine Menge von Nachfol-
gern, einen pro Element von 6(q, a).

Es gibt nun zu einer Eingabe w nicht mehr eine eindeutige Berechnung, sondern potentiell
unendlich viele unterschiedliche Berechnungen.

Da wir 6(q,a) = @ erlauben, kann es vorkommen, dass eine Konfiguration keinen Nachfol-
ger in der Transitionsrelation hat. Eine Berechnung, die eine solche Konfiguration beinhaltet,
bleibt nach endlich vielen Schritten stecken. Wir fassen diesen Fall als eine Form von abwei-
sen auf, d.h. wir nennen jetzt eine Berechnung abweisend, wenn sie in einer Konfiguration
mit Kontrollzustand g,,; ankommt, oder wenn sie in einer Konfiguration ohne Nachfolger an-

kommt.

Die Sprache einer nicht-deterministischen Maschine ist die Menge aller Worter, zu denen es
eine akzeptierende Berechnung gibt,

['(MNTM) = {W € Z* | €do $W -7 U Gacc V} .

Beachte, das dies dieselbe Definition wie zuvor ist, blo haben Konfigurationen nun gemaf
— keinen eindeutigen Nachfolger mehr.

Wir nennen eine nicht-deterministischen Turing-Maschine total, haltend oder einen Entschei-
der, wenn zu jeder Eingabe alle Berechnungen anhalten.

Selbst wenn My, ein Entscheider ist, genligt es nun nicht mehr, M7y, auf einer Eingabe w fiir
endlich viele Schritte zu simulieren, um zu entscheiden, ob w € L(My7) gilt. Eventuell erhal-
ten wir eine abweisende Berechnung aufgrund der Entscheidungen, die wir beim Simulieren
getroffen haben um den Nichtdeterminismus aufzuldsen, obwohl auch eine akzeptierende
Berechnung existiert hatte. Wir miissen also alle Berechnungen von My, zur Eingabe simu-
lieren.
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Hierzu definieren wir Berechnungsbdaume.

1.17 Definition
Sei Mymy eine NTM und w € = eine Eingabe. Der Berechnungsbaum von Myp, zu w ist ein
(potentiell unendlich hoher) Baum, der induktiv wie folgt definiert ist:

« Die Wurzel des Baumes ist markiert mit der Konfiguration € g,Sw.

« Fur jeden Knoten des Baumes, der mit einer Konfiguration u g a.v, die nicht-haltend
ist (d.h. g ¢ {Gacc, Grgj}), Markiert ist, hat der Baum einen Kindknoten pro Element von
6(qg, a), der mit der entsprechenden resultierenden Konfiguration markiert ist.

Die von der Wurzel ausgehenden Pfade im Berechnungsbaum von My, zu w entsprechen
den Berechnungen von My, zu Eingabe w. Wenn die Berechnung nach endlich vielen Schrit-
ten halt (akzeptiert oder abweist, wobei letzteres auch bedeuten kann, dass sie stecken
bleibt), ist der entsprechende Pfad endlich, unendliche Pfade entsprechen nicht-haltenden
Berechnungen. Wenn My, ein Entscheider ist, ist ihr Berechnungsbaum zu jeder Eingabe w
endlich.

1.18 Theorem
Zu jeder NTM My, gibt es eine DTM M mit L(Myry) = £(M). Wenn My, ein Entscheider ist,
dann ist auch M ein Entscheider.

Man konnte auf die Idee kommen, den Satz mit Hilfe der aus ,Theoretische Informatik I be-
kannten Potenzmengenkonstruktion zu |6sen. Dies wird allerdings nicht auf einfache Art und
Weise funktionieren: Angenommen My, kdnnte zu einem Zeitpunkt entweder in der Konfi-
guration a g b oderin der Konfiguration b g’ a sein. In der Potenzmengenkonstruktion wiirden
wir dies durch {a, b} {q, q'} {a, b} reprasentieren. Nun scheint es, als wire a g' a eine Mglich-
keit fir die aktuelle Konfiguration von My, dies ist allerdings nicht der Fall.

Ein besserer Ansatz ist es, M so zu konstruieren, dass sie zu einer Eingabe w den Berech-
nungsbaum von Mym, zu w durchsucht. Hier gibt es nun (mindestens) zwei Moéglichkeiten:
Tiefensuche oder Breitensuche. Tiefensuche wird nicht das gewtlinschte Resultat liefern, falls
Mymu kein Entscheider ist. In diesem Fall gibt es namlich zu einer Eingabe w eventuell nicht-
haltende Berechnungen, und damit unendliche Pfade im Baum, in denen sich die Tiefensu-
che verliert. Falls es gleichzeitig auch eine endliche akzeptierende Berechnung zu w gabe,
wirde wir diese mit Tiefensuche also eventuell nicht finden.

Unsere Simulation wird also eine Breitensuche im Berechnungsbaum implementieren.
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Beweis des Theorems:
Zu jeder Konfiguration von My gibt es zwar eventuell mehrere, aber in jedem Fall nur end-
lich viele Nachfolger. Die Zahl der Nachfolger ist beschrankt durch

r = max max |6(q, a)| .
geQ  aer

Jede Berechnung zu einer festen Eingabe, d.h. jeder Pfad im Berechnungsbaum, ldsst sich
durch die Wahlen der Nachfolger, die in der Berechnung getroffen wurden, beschreiben.

Eine endliche Berechnung lasst sich somit durch eine endliche Sequenz von Zahlen in
{1,...,r} charakterisieren.

Betrachte beispielsweise folgenden Berechnungsbaum.

7
A\
s

Ci1 Cral

Hierbei haben wir die Wahlen der Nachfolger an die Kanten geschrieben, dies ist eigentlich
nicht Bestandteil des Berechnungsbaums. Die rot markierte Berechnung entspricht der Se-
quenzr2.¢ €{1,...,r".

Beachte, dass nicht jede Sequenz aus {1, ..., r}" einer validen Berechnung entspricht, da es
zum Teil weniger als r Nachfolger gibt.

Wir konstruieren nun die deterministische Turing-Maschine M. M verwendet 3 Bander, Theo-
rem kann zur Reduktion auf ein Band verwendet werden.

1. Auf dem ersten Band steht die Eingabe w. Diese wird im Laufe der Berechnung nicht ver-

andert.

2. Auf dem zweiten Band wird eine Sequenz aus {1, . .., r}" gespeichert.
Mwird alle Sequenzenaus {1, . .., r}* der Reihe nach auf eine systematische Art und Weise
erzeugen:

+ Sequenzen werden mit aufsteigender Lange generiert.
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« Innerhalb der selben Lange werden die Sequenzen gemal3 lexikographischer Sortie-
rung generiert.

Die Reihenfolge der Sequenzgenerierungen ist also wie folgt:
1.2, ....r, 11,12, ...,01n,21,...,2r oo T oo 11T

Dies entspricht einem Breitendurchlauf durch den Berechnungsbaum.
3. Das dritte Band wird zur Berechnung genutzt.
Pro Sequenzs € {1,...,r}" auf dem zweiten Band arbeitet M die folgenden Schritte ab:
- Leere das dritte Band (indem der Inhalt mit Blanks tGberschrieben wird).
- Kopiere die Eingabe vom ersten auf das dritte Band.
- Simuliere Mypy fuir |s| Schritte, das heif3t einen Schritt pro Eintrag in s.

Hierbei werden die Eintrage von s genutzt, um den Nichtdeterminismus aufzuldsen. Sei
s; € {1,...,r} der i-te Eintrag von s, dann wird M im i-ten Schritt den s;-ten Nachfolger
auswahlen.

- Falls bei der Simulation eine akzeptierende Konfiguration von My, angetroffen wird,
akzeptiere.

- Falls
(1) eine abweisende Konfiguration, oder
(2) eine Konfiguration ohne Nachfolger angetroffen wird, oder
(3) sich herausstellt, dass der Sequenz s keine valide Berechnung entspricht, oder

(4) falls die Berechnung nicht innerhalb von |s| Schritten hélt, breche die Simulation
ab und gehe zur nachsten Sequenz.

Zusatzlich speichern wir im Kontrollzustand ein Bit ¢, das wir nutzen, um zu lberprifen, ob
die Falle (1) - (3) (abweisen, stecken bleiben, nicht-valide Berechnung) fir alle Sequenzen ei-
ner bestimmten Lange eingetreten sind. Formal starten wir fiir jede Lange |s| von Sequenzen
mit dem Bit ¢ = false, und setzen c auf true, sobald wir mindestens eine Berechnung gefun-
den haben, die nicht in obigem Szenario endet. Wenn nach der Simulation fiir alle Sequenzen
der Lange |s| immer noch ¢ = false gilt, weist M die Eingabe ab.

Wir argumentieren nun, dass L(Mym) = L(M) gilt.

Seiw € L(Myry) eine von My, akzeptierte Eingabe. Dann gibt es eine Berechnung von My,
zu w, die nach endlich vielen Schritten akzeptiert. Sei s die Sequenz, die den entsprechenden
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Pfad im Berechnungsbaum kodiert. Wenn die DTM M mit dieser Sequenz s simuliert, wird M
akzeptieren. Eventuell akzeptiert M bereits friiher, wenn es noch eine kiirzere akzeptieren-
de Berechnung gibt. Der Fall, dass M abbricht, wird nie eintreten, da zu jeder Lange k der
entsprechend lange Prafix der Sequenz s nicht in einen der Fehlerfélle (1) - (3) flhrt.

Seiw ¢ L(Mymy) ein von My nicht-akzeptierte Eingabe. Dann wird M nicht akzeptieren, egal
welche Sequenz s wir zur Simulation verwenden. (Angenommen es gabe eine Sequenz s fiir
die M akzeptiert, dann wiirde w € L£(Myry) gelten, ein Widerspruch.)

Um den Beweis abzuschliel3en, erinnern wir uns daran, dass falls My, ein Entscheider ist, der
Berechnungsbaum zu jeder Eingabe endlich ist. In diesem Fall wird M entweder nach endlich
vielen Schritten akzeptieren, oder die Simulation abbrechen: Wenn der Berechnungsbaum
Hohe k hat, dann wird M fiir Sequenzen der Lange k + 1 feststellen, dass alle Berechnungen
bereits vorher abweisen, stecken bleiben oder ungiiltig sind, und damit die Eingabe abwei-
sen. [

1.19 Korollar

Die Klasse der von deterministischen Turing-Maschinen (semi-)entscheidbaren Sprachen ist
gleich der Klasse der von nicht-deterministischen Turing-Maschinen (semi-)entscheidbaren
Sprachen.

1.20 Bemerkung

Im Gegensatz zu den vorherigen Konstruktionen fiir Mehrband-TMs etc. ist die Simulation
von My durch Mim Allgemeinen nicht effizient: Angenommen jede Berechnung von My,
zu einer Eingabe der Lange n halt nach hochstens f(n) Schritten, wobei f: N - N eine beliebi-
ge Funktion ist.

Dann hat der Berechnungsbaum zu einer solchen Eingabe Hohe f{n) und Ausgangsgrad (ma-

fln)

ximale Nachfolger pro Knoten) r, und damit r'"’ Knoten. Wenn die Maschine wirklich nicht-

deterministisch ist, also r = 2 gilt, hat der Berechnungsbaum also exponentiell viele Knoten.

Dementsprechend braucht M also eventuell exponentiell viele Schritte, um diesen Baum zu
durchsuchen.

Die Frage, ob es auch eine Umwandlung von NTMs in effiziente DTMS gibt, ist der Kern des
beriihmten offenen Problems P = NP.

1.21 Bemerkung

Zusatzlich zu den hier betrachteten Varianten gibt es noch viele weitere Variationen von
Turing-Maschinen, die man betrachten kann, z.B. kdnnte man TMs mit mehreren Startzustan-
den oder mehreren Finalzustanden betrachten. Es sei der Leserin/dem Leser tiberlassen, zu
beweisen, dass sich auch all diese Varianten durch TMs simulieren lassen.
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Des Weiteren kann man naturlich die verschiedenen Varianten miteinander kombinieren.
Man konnte also zum Beispiel nicht-deterministische Maschinen mit mehreren, jeweils in
beide Richtungen unendlichen Bandern betrachten. Durch leichte Modifikation der Bewei-
se lie3e sich zeigen, dass auch solche Kombinationen nicht machtiger als TMs sind.
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2. Berechenbarkeit

Bislang haben wir uns — wie am Anfang des vorherigen Kapitels erwahnt - auf Entscheidungs-
probleme beschrankt. Nun wollen wir uns allgemeineren Berechnungsproblemen widmen.

Ein Berechnungsproblem ist gegeben durch eine Funktion f: M; - M,. Ziel ist, zu jedem Wert
m € M, den zugehorigen Funktionswert fim) € M, durch einen Algorithmus zu berechnen.

Berechnungsproblem zu Funktion f

Gegeben: Wertm € M,
Berechne: Funktionswert f{m)

Auch hier beschranken wir uns auf Probleme, die mit Hilfe von Wortern ausgedriickt werden
kénnen. Das bedeutet, dass wir annehmen, dass M; = 37 und M, = 35 gilt fiir endliche
Alphabete ¥;,X,. In diesem Setting ist f eine Funktion £:3] — 35, die Wérter (iber X, auf
Worter Giber X, abbildet.

Im Folgenden wollen wir Turing-Maschinen nutzen, um Berechnungsprobleme zu I6sen. Wir
werden eine Funktion berechenbar nennen, wenn sie sich als Turing-Maschine implementie-
ren lasst.

Auch hier gibt es wieder viele alternative Berechnungsmodelle, z.B.
« primitiv rekursive & u-rekursive Funktionen (Kurt Godel 1965, Jacques Herbrand),
« A-Kalkl (Alonzo Church 1933, Stephen C. Kleene 1935),
- Kombinatorische Logik (Moses Schonfinkel 1924, Haskell B. Curry 1929).

Man nimmt an, dass sich jede intuitiv berechenbare Funktion auch mit einer Turing-Maschine
berechnen lasst. Insbesondere lassen sich die obigen Modelle alle durch Turing-Maschinen
simulieren.

Im Folgenden betrachten wir nicht bloB3 totale Funktionen, sondern auch partielle Funktio-
nen, Funktionen f: 3} - ¥, die nichtunbedingt zu allen Werten w € 37 einen Funktionswert
haben. Das heif3t, dass es erlaubt ist, dass f{w) undefiniert ist.

Intuitiv wollen wir eine solche Funktion f: X7 - Y5 berechenbar nennen, wenn es einen
Algorithmus gibt, der eine Eingabe w € 3} nimmt, und

- falls f{w) definiert ist, nach endlich vielen Schritten akzeptiert und f{w) ausgibt,
- falls flw) nicht definiert ist, nicht anhalt oder nicht akzeptiert.

Jeder (deterministische) Algorithmus berechnet eine Funktion in diesem Sinne.
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2.1 Beispiel

Betrachte die Funktion f: ZT - Z; (fir beliebige %,, %,), die auf allen Werten undefiniert ist,
d.h. filw) = undefiniert fiir alle w € X]. Diese Funktion wird berechnet durch den folgenden
Algorithmus:

while true do
‘ skip
end while

2.2 Beispiel
Sei f:{0,1}" = {0, 1}" die (totale) Funktion, die wie folgt definiert ist:

0 ,fallsP = NP,
1 ,fallsP £ NP.

flw) =

Man konnte vermuten, dass diese Funktion nicht berechenbar ist, da unbekannt ist, ob
P = NP gilt. Tatsachlich ist diese Funktion jedoch berechenbar - wir haben bloR3 verlangt,
dass es einen Algorithmus gibt, nicht dass wir ihn auch kennen.

Es ist leicht, zwei Algorithmen anzugeben, die unabhangig von der Eingabe konstant 0 bzw.
1 ausgeben. Einer dieser beiden Algorithmen berechnet f, wir wissen bloB3 nicht, welcher da-
von.

Man nennt eine Funktion effektiv berechenbar, wenn man den Algorithmus, der die Funkti-
on berechnet, konkret angeben kann. Analog nennt man ein Entscheidungsproblem effektiv
entscheidbar, wenn man den Entscheidungsalgorithmus fiir das Problem kennt.

Wir wollen nun den Begriff der Berechenbarkeit mit Hilfe von Turing-Maschinen formalisie-
ren.

2.3 Definition

Sei f: ZT -, Z; eine partielle Funktion. Wir nennen f (Turing-)berechenbar, wenn es eine
deterministische Turing-Maschine M = (Q,%,,T, 8, g;) mit mindestens k > 2 Bandern gibt,
die auf jeder Eingabe w € X

« nicht halt oder abweist, falls filw) undefiniert ist,

« ansonsten nach endlich vielen Schritten akzeptiert und dabei auf dem letzten Band,
genannt Ausgabeband, f(w) steht, d.h. der Bandinhalt ist $flw) ... .. ..

Hierbei nehmen wir an, dass 2, € T im Bandalphabet ist, und die besonderen Symbole

S, ¢ %, nichtin £, vorkommen.
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Wie zuvor nehmen wir an, dass alle Bander nur nach rechts unendlich sind, d.h. der Bandinhalt
ist nach links durch einen Marker $ begrenzt, der nicht Giberschrieben wird. Zudem verandert
die Maschine, sobald sie im akzeptierenden oder abweisenden Zustand ist, ihren Bandinhalt
und Kontrollzustand nicht mehr.

Wir treffen nun zwei zusatzliche Annahmen:

- Das Eingabeband ist read-only, es wird von der Maschine nicht verandert, d.h. 6 hat
die Eigenschaft

6(q7 (av a, ... aak)) = 6(qlv (aa bZa v 7bk)7 (d17 s adk))

fir alle g € Q, a,a,,...,a, € T und geeignete g¢¢ € Q, by,....b, € T,
d1,...,dk€{L7S,R}.

« Das Ausgabeband ist write-only: Wenn immer die Maschine eine Zelle des Ausgabe-
bandes schreibt, bewegt sie sich anschlieBend nach rechts. Die Maschine bewegt sich
niemals auf dem Ausgabeband nach links. Dies bedeutet, dass eine Zelle, die einmal
beschrieben wurde, im Folgenden weder gelesen noch verandert wird.

Formal gilt firalleg € Q,a,,...,a,, €T:

6(q7(a1a"'7ak—17‘—‘)):é(q’7(b1a"'7bk—17b)ﬂ(d17"'adk))

fir geeigneteq' € Q, by,...,b_,b €T, d,,....d, € {L,S,R}, wobei entweder b = _,
und d, = Soder b # _, und d, = Rgilt.

2.4 Bemerkung

Die beiden zusatzlichen Annahmen sind irrelevant, solange wir uns nur fiir Berechenbarkeit
interessieren: Man kann zundchst die Eingabe auf ein zusatzliches Band kopieren, dass frei
verwendet werden darf. Analog kann man die Ausgabe zunachst auf ein weiteres Band schrei-
ben, und erst am Schluss auf das Ausgabeband kopieren.

Im Teil der Vorlesung zu Komplexitatstheorie werden wir den Platzverbrauch einer Turing-
Maschine messen. Hierbei wollen wir den Platz auf dem Eingabe- und Ausgabeband nicht
mitzahlen, missen dann allerdings verhindern, dass die Maschine diese Bander zum Rech-
nen nutzen kann.

Wir nennen eine Funktion f:M; -, M, fiir beliebige M,, M, (d.h. eventuell nicht von der Ge-
stalt X7, %5) berechenbar, wenn es eine Kodierung der Werte gibt und die entsprechende
Funktion, die auf diesen Kodierungen arbeitet, berechenbar ist.
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Beispielsweise nennen wir eine Funktion N —, N berechenbar, falls die Funktion f;, die auf
Bindrdarstellungen der Zahlen arbeitet, d.h.

fon : {0,1}" -, {0,1}

, undefiniert , falls f(n) undefiniert ist,
bin(n) +» .
bin(f(n)) , sonst.
berechenbar ist. Hierbei ist bin: N - {0, 1} eine Funktion, die jeder Zahl auf eine Binardarstel-
lung abbildet.
2.5 Beispiel

Betrachte die Funktion f,;: N — N, mit

fin) 1, falls n ein Prafix der Dezimaldarstellung von r ist,
n)=
0 ,sonst.

Es gilt z.B. (314) = 1,f(5) = 0. Diese Funktion ist berechenbar, da es Algorithmen gibt, die 7
auf beliebig viele Dezimalstellen approximieren.

Sei n die Eingabe, und k die Lange der Dezimaldarstellung von n.

Berechne 77, eine Approximation von 7, die auf k — 1 Nachkommastellen genau ist.
Vergleiche die erste Stelle von n mit 3 und die weiteren Stellen mit den Nachkommastellen
von 11,

Gebe 1 zurtick, falls der Vergleich erfolgreich ist, 0 sonst.

Nun kann man sich die Frage stellen, ob eine analog zu f, definierte Funktion £, fiir jede reelle
Zahl a € R berechenbar ist. Dies ist nicht der Fall: Es gibt Giberabzahlbar viele reelle Zahlen,
aber nur abzahlbar viele berechenbare Algorithmen, und dementsprechend nicht fiir jede
reelle Zahl einen Approximationsalgorithmus.

2.6 Theorem
Es seien X, ¥, beliebige Alphabete. Es gibt nicht-berechenbare Funktionen f: X} -, 5.

Beweis:

Der Beweis funktioniert prinzipiell analog zum Resultat fiir Entscheidbarkeit. Wir wollen ihn
hier nun etwas ausfiihrlicher machen. Der Einfachheit halber beschranken wir uns auf Funk-
tionen N —, N (die wie oben erklart codiert werden kénnen). Der Beweis lasst sich auch fur
beliebige Alphabete flihren.

Um einen Widerspruch zu erhalten nehmen wir an, dass jede Funktion £ N —», N berechenbar
ist.
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Analog zum Resultat fiir Entscheidbarkeit miissen wir nur abzahlbar viele Turing-Maschinen
in Betracht ziehen. Sei My, M;, M,, . .. eine Abzahlung aller Turing-Maschinen, die die Anfor-
derungen aus der Definition von ,berechenbar” erfiillen, und seien fy, f;, f,, . . . eine Abzah-
lung der von ihnen berechneten Funktionen. (Beachte: f; = f; flir i # jist moglich und erlaubt.)

Wir konstruieren nun eine Funktion f:N — N, und beweisen, dass diese nicht berechenbar
ist. Wir definieren

0 , falls f,(n) undefiniert ist,

fln) =

fo(n)+1 ,sonst.
Angenommen fware Berechenbar.Da fy, f;, f,, . . . eine Abzahlung aller Berechenbaren Funk-
tionen war, gibt es dann einen Index m € N mit f = f,,. Nun stellen wir allerdings fest, dass
sich die Funktionswerte von f und f,, fir den Wert m unterscheiden. Falls f,,(m) undefiniert

ist, ist fim) definiert. Falls f,,(m) definiert ist, gilt im) = f,,(m) + 1  f,,(m). H

Wir kdnnen das Beweisverfahren graphisch als eine in beide Richtungen unendlich gro3e
Tabelle darstellen. Hierbei haben wir eine Spalte pro Funktion f; und eine Zeile pro natirliche
Zahlj. In der Zelle (j, i) ist nun der Funktionswert f(j) eingetragen.

2.7 Beispiel
Die Tabelle kdnnte zum Beispiel wie folgt aussehen.

fo f, f, f; fa
0 2 4 0  undef.
1 1 100 0 1
21| 106 0 5 0 4
3 2 undef. 0 9
4| 17 3 3 115 0

Man sieht, dass sich die wie im Beweis konstruierte Funktion f auf der Diagonalen von allen
Funktionen f; unterscheidet, es gilt f(i) # f{(i). Daher heif3t das obige Beweisverfahren Dia-
gonalisierung. Es sollte vom Beweis des Theorems das besagt, dass die reellen Zahlen nicht
abzahlbar sind, bekannt sein. Wir werden Diagonalisierung im Laufe dieser Vorlesung noch
mehrfach verwenden.

Wir wollen nun die Brlicke zu den Begriffen schlagen, die wir im Kapitel iber Entscheidbarkeit
kennen gelernt haben.
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2.8 Theorem
Eine Sprache L ¢ Y ist rekursiv aufzahlbar (aka semi-entscheidbar), wenn £ = @ gilt, oder

es eine totale, berechenbare Funktion N - ¥* gibt mit

L ={f0),f(1),f2),...} ={fli)| i e N}.

Wir sagen, dass eine solche Funktion fdie Sprache £ aufzéhlt. Beachte, dass (i) = f{j) firi + j

erlaubt ist.

Beweis:

~&" Die leere Menge ist durch eine Turing-Maschine, die im abweisenden Zustand g,; star-

"

tet, sogar entscheidbar. Nehmen wir nun an, dass £ eine nicht-leere Sprache ist, und
dass es eine Funktion £ N — X* wie gefordert gibt. Wir geben Pseudocode fiir einen
Semi-Entscheider fiir £ an, der sich in eine Turing-Maschine Giberfiihren lasst.

Eingabe:w € *
fori=0,1,2,...do
Berechne v = f{i).
Akzeptierte, falls v = w.
end for

Aufgrund der unendlichen for-Schleife lauft der Algorithmus eventuell unendlich lan-
ge. Beachte, dass das Berechnen von £{i) fur jedes i nur endlich viele Schritte dauert, da
wir angenommen haben, dass f total und berechenbar ist.

Sei w € X" ein Wort. Falls w € £, dann gibt es einen Index n mit w = f(n), und der
Semi-Entscheider akzeptiert, sobald er diesen Index erreicht. Falls w ¢ £, dann gibt es
keinen solchen Index. Der Semi-Entscheider halt in diesem Fall nicht an.

Nehmen wir nun an, dass £ rekursiv aufzahlbar ist. Falls £ = @ ist nichts zu zeigen,
wir nehmen also an, dass £ nicht-leer ist. Sei M eine Turing-Maschine mit £ = L(M).
Wir mussen einen Aufzahlungsalgorithmus f konstruieren, der Zahlen aus N entgegen-
nimmt und Worter aus £ ausgibt. Der Algorithmus soll fiir jede Eingabe nach endlich
vielen Schritten halten, und zu jedem Wort w aus L soll es einen Index m geben mit
flm) = w.

Die Idee hierzu ist, dass wir die Worter w € X* mit den Berechnungsschritten von M
verzahnen”,

Hierzu nummerieren wir die Worter durch, d.h. es sei wy, w;, w,, . .. eine Aufzahlung
aller Worter in =*. Diese l3sst sich erhalten, indem wir fiir jedes k = 1,2, ... die endlich
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vielen Worter der Lange k aufzahlen (z.B. innerhalb der gleichen Lange lexikographisch
geordnet). Man kann eine totale, berechenbare Funktion g: N - X* mit g(i) = w; ange-
ben. Dies bedeutet, dass es zu jedem Wort w € 3" eine Zahl i gibt mit g(i) = w.

Nun simulieren wir die Berechnung von M auf den Wortern wy, wy, w,, . . .. Dies tun wir

nicht Wort fir Wort (M ist nur ein Semi-Entscheider, eventuell halt M nicht an!), sondern
simultan fir alle Wérter.
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Der folgende Algorithmus A implementiert dieses Verfahren.
fori=0,1,2,...do

forj=0,1,2,...,ido

Berechne j-tes Wort w

if M Eingabe w in hochstens i Schritten akzeptiert then

Gebe w aus
end if
end for

end for

Beachte, dass nur der Algorithmus zwar aufgrund der duBeren for-Schleife unendlich
lange lauft, allerdings fiir jedes i € N der Schleifenrumpf in endlicher Zeit abgearbeitet
werden kann: Die innere Schleife iteriert nur Giber endlich viele j, wir haben oben erklart,
dass w; berechnet werden kann, und die Simulation von M fiir i Schritte dauert auch nur
endlich lange.

Die Arbeitsweise des Algorithmus ist wie folgt: Fiir i = 0 simuliert der Algorithmus M
fur 0 Schritte auf wy, fir i = 1 simuliert der Algorithmus M fiir jeweils 1 Schritt auf w,
und w;, fir i = 2 simuliert der Algorithmus M fiir jeweils 2 Schritte auf wy, w;, w,, und
so weiter.

Die folgende Graphik reprasentiert dieses Verhalten. Die Spalten entsprechen Woértern,
die Zeilen den Schritten. Der Algorithmus arbeitet in Richtung der blasser werdenden
Zellen.

Wo Wi; Wy, W3 W,

r N W N = O

Beachte, dass .4 genau die Worter aus £ ausgibt, denn zu jedem solchen Wort w = w;
gibt es auch eine Schrittzahl i/, so dass M w; in i’ Schritten akzeptiert. Im Durchlauf fir
i =max{i'",j'} undj = j' wird der Algorithmus .4 das Wort w ausgeben. Wérter, die nicht
in L liegen werden von M nicht in endlich vielen Schritten akzeptiert.

Um nun den gesuchten Aufzahlungsalgorithmus f zu erhalten, zahlen wir im obigen
Algorithmus die Ausgaben mit. f(n) berechnet nun die n-te Ausgabe von A4, in dem er
die vorherigen verwirft, und nach der n-ten Ausgabe anhalt.

40



2. Berechenbarkeit

Eingabe:n e N
me0
fori=0,1,2,...do
forj=0,1,2,...,ido
Berechne j-tes Wort w
if M Eingabe w in hochstens i Schritten akzeptiert then
mem+1
if m = nthen
Gebe w aus
Akzeptiere
end if
end if
end for

end for

2.9 Definition
Sei £ ¢ " eine Sprache. Die totale charakteristische Funktion y . von L ist die totale Funktion

XL : Z* - {071}
1 fallswe L,
w [l
0 , sonst.

Die partielle charakteristische Funktion /. von L ist die partielle Funktion

XIE N ~p {1}
1 , fallsw e L,
w [ d
undefiniert , sonst.

2.10 Theorem
a) Eine Sprache L ist semi-entscheidbar gdw. ihre partielle charakteristische Funktion /. be-
rechenbar ist.

b) Eine Sprache L ist entscheidbar gdw. ihre totale charakteristische Funktion y . berechen-
bar ist.

Beweis:
Es ist leicht, aus einem (Semi-)Entscheidungsalgorithmus fiir £ einen Berechnungsalgorith-
mus flr - bzw. x, zu konstruieren und umgekehrt. ]
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2.11 Korollar
Sei £ ¢ X" eine Sprache. Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

1. L ist semi-entscheidbar / rekursiv aufzahlbar / Turing-erkennbar.
2. Es gibt eine TM M mit L(M) = L.

3. Es gibt einen Aufzahlungsalgorithmus fir £, d.h. £ ist der Wertebereich einer totalen
berechenbaren Funktion N - L.

4. X ist berechenbar.

5. L ist der Definitionsbereich einer partiellen berechenbaren Funktion g: ** - 5.

2.12 Bemerkung: Aufzdhlbarkeit vs. Abzahlbarkeit
In dieser Bemerkung wollen wir den Unterschied zwischen Abzahlbarkeit und (rekursiver)
Aufzahlbarkeit klarstellen.

Eine Menge M heif3t abzdhlbar, wenn M leer ist oder wenn es eine surjektive Funktion
f:N — M gibt. Erinnerung: Surjektiv bedeutet, dass es zu jedem m € M einen Indexi € N
gibt mit m = f{i). Injektivitat fordern wir dabei nicht, d.h. f(i) = f{j) fir i # j ist erlaubt. (Dies
tun wir, damit auch endliche Mengen gemaf unserer Definition abzahlbar sind.)

Eine solche Funktion f heit auch Abzahlung von M, wir sehen f(0) als das erste, f{1) als das
zweite, usw. Element von M.

Wir haben bereits gesehen oder angemerkt, dass die Menge der reellen Zahlen, die Menge
der Sprachen £ ¢ ¥ und die Menge der (partiellen) Funktionen f: X — ¥ (jeweils fiir belie-
bige fixierte Alphabete) nicht abzahlbar sind.

Intuitiv ist eine Menge abzahlbar, wenn sie hdchstens so gro3 wie die natiirlichen Zahlen ist.
Jede endliche Menge sowie N, Z und Q sind abzahlbar.

Jede Sprache £ < 3" ist abzahlbar:

- Die Menge aller Worter in =" ist abzéhlbar, denn man kann die Wérter der Lange nach
sortiert, und innerhalb der selben Lange lexikographisch sortiert, abzahlen.

Beispielsweise fir X = {0, 1}:

nen \01234567 8 9 10 11 12
fln)€{0,1}* e 0 1 00 01 10 11 000 001 010 011 100 101
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- Zu jeder abzihlbaren Menge M ist auch jede Teilmenge M' € M abzahlbar — man (ber-
springt beim Abzihlen die Elemente, die nicht in M’ liegen.

Sei M’ nicht-leer (leere Mengen sind nach Definition abzahlbar), und a € M’ ein beliebi-
ges Element. Sei f eine Abzihlung von M. Wir definieren eine Abzihlung g von M’ wie
folgt:

fin) ,fallsfin)eM',

g(n) =
a , sonst.

Durch Kombination der beiden Aussagen erhalten wir, dass £ abzahlbar ist, in dem wir alle
Wérterin X* abzéhlen und dabei die Wérter, die nicht in £ liegen, Giberspringen. Beachte, dass
dies kein Widerspruch dazu ist, dass die Menge aller Sprachen nicht abzahlbar ist. (Analog fiir
die natirlichen Zahlen: Jede Menge von natlrlichen Zahlen ist abzahlbar, die Menge aller

solcher Mengen ist nicht abzahlbar.)

Gemal dem zuvor bewiesenen Satz ist eine Sprache (rekursiv) aufzahlbar, wenn es einen
Aufzahlungsalgorithmus fir sie gibt. Dies ist eine echt starkere Eigenschaft: Wir fordern nun
nicht nur, dass es eine beliebige Abzahlung gibt, sondern auch, dass wir die Abzahlung als

Algorithmus implementieren kénnen.

Nicht jede Teilmenge einer rekursiv aufzahlbaren Menge ist wieder rekursiv aufzahlbar, denn
die Sprache X" ist rekursiv aufzdhlbar (wie im Beweis oben erklart), allerdings gibt es Spra-
chen £ € ¥*, die nicht semi-entscheidbar, und damit nicht rekursiv aufzihlbar sind.
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3. Unentscheidbarkeit, universelle Turing-Maschine,

Halteproblem & Reduktionen

In Kapitel [ haben wir nicht-konstruktiv bewiesen, dass es nicht semi-entscheidbare Proble-
me geben muss. Nun wollen wir endlich konkrete Beispiele fiir nicht-(semi-)entscheidbare
Probleme kennen lernen. Wie bereits angedeutet, handelt es sich hierbei um Verfikations-
probleme, also Probleme, bei denen entschieden werden soll, ob ein gegebenes Programm
eine bestimmte Eigenschaft hat. Dies bedeutet, dass die Eingabe des Problems selbst eine
Turing-Maschine ist.

In diesem Kapitel werden wir viele verschiedene Konzepte kennen lernen.

A) Da wir uns fiir Probleme interessieren, bei denen die Eingabe eine Turing-Maschine ist,
muissen wir zunachst zeigen, wie man solche Probleme als Wortprobleme auffassen kann.
Hierzu missen wir Turing-Maschinen als Wort kodieren.

B) Wenn wir nun ein solches Problem (semi-)entscheiden wollen, miissen wir eine Maschine
betrachten, die die Kodierung einer anderen Maschine als Eingabe erhalt. Nun liegt es
nahe, die kodierte Maschine zu simulieren. Wir zeigen mittels einer universellen Turing-
Maschine, dass dies moglich ist.

C) Nun konnen wir beweisen, dass zwei grundlegende Probleme, namlich das allgemeine
und das spezielle Halteproblem, unentscheidbar sind. Diese Probleme fragen danach,
ob eine als Eingabe vorliegende Turing-Maschinen auf einer bestimmten Eingabe nach
endlich vielen Schritten halt, oder ob ihre Berechnung unendlich lange lauft, ohne zu
halten. Fiir den Beweis bendtigen wir sowohl die universelle TM als auch das bereits be-
kannte Prinzip der Diagonalisierung.

D) Wenn wir nun andere Probleme als unentscheidbar nachweisen wollen, méchten wir
nicht von vorne beginnen. Daher werden wir Reduktionen einfiihren, die es uns erlau-
ben, aus der Unentscheidbarkeit der Halteprobleme die Unentscheidbarkeit vieler ande-
rer Probleme zu schlussfolgern.

A) Kodierungen von Turing-Maschinen

Wir wollen Turing-Maschinen als Binarstrings, d.h. als Worter Giber dem Alphabet {0, 1}, auf-
fassen.

3.1 Definition: Kodierung von Turing-Maschinen
SeiM=(Q,%,T,&,q,) eine TM.
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Wir gehen 0.B.d.A. davon aus, dass die Zustande und Symbole durchnummeriert sind:

Q={q07"'7qn}7

r={ag,...,an}.

Hierbei gehen wir davon aus, dass g, der Startzustand, q; = Gace; G2 = Grejs do = S,und a; =
ist. Wir gehen davon aus, dass dann zunachst das Eingabealphabet Sigma kodiert ist, d.h.
> ={a,,...a} fureine Zahl k > 2.

Mit diesen Annahmen verbleibt es, die Transitionsfunktion 6 zu kodieren. Es sei

6(q;, aj) = (qr, a, d)

eine Abbildungsvorschrift gemal3 . Wir weisen ihr das folgende Wort zu:

Wiji 1.4 = ##bin(i)#bin(j)bin(7)#tbin(f )ty € {01, #)"

Hierbei ist bin(—) eine Funktion, die jeder naturlichen Zahl ihre Binardarstellung bin(n) zuord-
net,undy =0fallsd = Lbzw.y = 1fallsd = R.

Um nun M zu codieren, schreiben wir alle Abbildungsvorschriften von 6 hintereinander.
n m
w = H Wijij.d fur 6(q;, aj) = (qy, aj, d).
=0 j=0
Das Produkt (M) ist hierbei als Konkatenation der Worter zu lesen.

Nun haben eine Kodierung von M als Wort w € {0, 1,#}". Um das zusatzliche Symbol #
loszuwerden, wenden wir den folgenden Homomorphismus an:

0~ 00, 1501, 4o 11,

Zu jeder Turing-Maschine M sei (M) € {0,1}" das Wort, das sich ergibt, indem wir M wie
oben beschrieben als Wort w € {0, 1, #}* kodieren und dann den obigen Homomorphismus
anwenden.

3.2 Bemerkung

Wir haben oben stillschweigend die Annahme getroffen, dass der Startzustand g, weder der
akzeptierende noch der abweisende Zustand ist. Diese Annahme lasst sich leicht dadurch
herstellen, dass wir eine Maschine, die direkt abweist oder akzeptiert, so umbauen, dass sie
nach einem Schritt abweist oder akzeptiert.
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3.3 Bemerkung

Die Kodierung (M) einer Turing-Maschine M wird auch als ihre Godelnummer oder Gédelisie-
rung bezeichnet. Dieser Begriff ist nach dem Mathematiker Kurt Godel (1906-1972) benannt,
welcher eine Kodierung von Wortern einfiihrte, um den Unvollstandigkeitssatz, ein wichtiges
Resultat aus der Pradikatenlogik, zu beweisen.

3.4 Bemerkung

Falls die Zustande oder Symbole einer Turing-Maschine nicht von der gewiinschten, durch-
nummerierten Form sind, kdnnen wir dies leicht durch Umbenennung herstellen. Es kann
dann passieren, dass zwei unterschiedliche Turing-Maschinen M, M' die gleiche Kodierung
(M) = (M') haben.

Wenn M und M’ das gleiche Eingabealphabet 3 haben, gilt jedoch, dass (M) = (M') die Gleich-
heit der Sprachen £(M) = £(M') impliziert, in so fern die Nummerierung der Symbole aus ¥
konsistent ist.

Nun konnen wir jede Turing-Maschine als Wort tber {0, 1} kodieren, allerdings ist nicht je-
des Wort Uber {0, 1} auch die Kodierung einer Turing-Maschine. Wir mochten jedes Wort
w € {0,1}" als Kodierung einer Turing-Maschine sehen, dies wird spater lastige Fallunter-
scheidungen vermeiden.

Hierzu definieren wir My = ({Go. Gace: Grei} {0, 1}1,{0,1,$, _}, 8, qo) als die Turing-Maschine,
die jede Eingabe nach einem Schritt abweist, also deren Transitionsfunktion wie folgt defi-
niert.

6(q07 S) = (qrej7 $7 R) )
é(q’ a) = (q» a, R) Vq € {qu Qacc; qrej}a Vae {07 17 $7 ‘—‘}7 (qa G) # (qu $) :

Es qilt L(M,) = @.

3.5 Definition
Zu jedem Wort w € {0, 1}* definieren wir M,, als die Turing-Maschine

M mit (M) = w, falls w eine valide Kodierung einer Turing-Maschine M ist,

w

Mg, sonst.

3.6 Bemerkung

Wie bereits oben angemerkt, gibt es zu einem Wort w € {0, 1}* mehrere TMs M mit (M) = w.
Wenn man das Eingabealphabet fixiert, haben jedoch all diese Maschinen die gleiche Spra-
che und und das gleiche Verhalten. Es spielt daher keine Rolle, welche diese Maschinen wir
als M,, wahlen.
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3.7 Bemerkung
Analog zur Kodierung einer TM Iasst sich auch eine Eingabe x € =* als Wort {iber {0, 1} auffas-
sen. Unter der Annahme, dass die Symbole des Alphabets durchnummeriert, = = {a,, . .. a;},
sind lasst sich die Eingabe schreiben als

X = a,‘1a . a;

I'2.. ¢

miti; € {2, ..., k} flr alle j. Wir kdnnen x nun kodieren als

X' = bin(i;)#bin(iy)# . . . #bin(i,) € {0, 1, #}

und erhalten nach Anwenden des Homomorphismus eine Kodierung (x) € {0, 1}".

Alternativ kdnnen wir uns dank Theorem [I.T5 darauf beschranken, Turing-Maschinen zu un-
tersuchen, deren Eingabealphabet {0, 1} und deren Bandalphabet {0, 1, $, _} ist.

Wir daher werden im Folgenden der Kodierung der Eingabe keine weitere Beachtung schen-
ken.

3.8 Bemerkung

Wir sind in diesem Kapitel davon ausgegangen, dass die Turing-Maschinen wie in unserer
initialen Definition deterministisch sind und nur ein Band haben. Andere Sorten von Turing-
Maschinen (Nichtdeterministische TMs, Mehrband-TMs) lassen sich kodieren, in dem man
sie zundchst in eine DTM mit einem Band tberfiihrt und dann kodiert. Sie lassen sich jedoch
auch direkt kodieren, was insbesondere bei NTMs wichtig ist, da bei diesen die von uns be-
trachtete Umwandlung in DTMs nicht effizient ist.

B) Die universelle Turing-Maschine

Im Folgenden werden wir Probleme betrachten, die Turing-Maschinen als Eingaben erwar-
ten. Beispielsweise mochten wir (semi-)entscheiden, ob eine gegebene Eingabe von einer
gegebenen Turing-Maschine akzeptiert wird.

Akzeptanzproblem (ACCEPT)
Gegeben: Eine Turing-Maschine M und eine Eingabe x
Entscheide: Akzeptiert M Eingabe x, d.h. gilt x € £L(M)?

Wir kdnnen dieses Problem nun als das folgende Wortproblem auffassen:

Laccept = {Wtx € {0, 1,#}" | w,x € {0,1}",x € L(M,,)} .
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Wir identifizieren das Entscheidungsproblem ACCEPT mit der Sprache Laccept.

Um dieses Problem zu I6sen, liegt es nahe, die durch ihre Kodierung gegebene Maschine
M,, zu simulieren. Dies mochten wir ebenfalls mit einer Turing-Maschine tun. Die Schwierig-
keit hierbei ist, dass Zustande und Transitionen des Simulators unabhangig von der Eingabe
fixiert werden miissen. Der Simulator muss universell in der Lage sein, eine gegeben Turing-
Maschine mit eventuell wesentlich mehr Zustanden zu simulieren.

3.9 Theorem: Turing 1936
Man kann eine universelle Turing-Maschine (UTM) U konstruieren mit

L(U) = {w#x | x € £(M,,)} = ACCEPT.

3.10 Bemerkung: Einfluss der universellen Turing-Maschine auf die Entwicklung des Com-
puters

Die universelle Turing-Maschine kann als Interpreter gesehen werden, der ein gegebenes
Programm nimmt und es ausfiihrt. Dies zeigt, dass Turing-Maschinen nicht auf eine bestimm-
te Funktionalitat beschrankt sind. Heutzutage nennt man Programmiersprachen bzw. Com-
puter, die diese Eigenschaft haben Turing-vollstandig.

Turings Idee einer universellen Turing-Maschine war von von fundamentaler Bedeutung fir
die Erfindung von dem, was wir heute als Computer verstehen.

Die Wissenschaftler, auf deren Arbeit der beriihmte Artikel ,First Draft of a Report on the ED-
VAC” (geschrieben 1945 von John von Neumann [Neu93]) basiert, hatten zuvor Turings Arti-
kel gelesen und wollten seine Idee praktisch umsetzen. Das Resultat war der EDVAC, der erste
Computer, in dem das auszufiihrende Programm genau wie die Eingabedaten binar codiert
elektronisch gespeichert wurde (,stored-program computer”). Die beim EDVAC verwendete
von-Neumann-Architektur ist bis heute die Grundlage fiir den Aufbau von Computern.

Vorherige Computer waren entweder nicht Turing-vollstandig, konnten also nur fiir bestimm-
te Berechnungen verwendet werden, oder sie waren es, das Programm wurde allerdings
nicht elektronisch gespeichert, sondern durch Veranderung der Hardware eingegeben (z.B.
durch entsprechende Veranderung der Verkabelung). In letztere Kategorie fallt der beriihmte
Computer ENIAC.

Der deutsche Computerpionier Konrad Zuse hatte bereits 1936 die Idee, sowohl Daten als
auch Programm elektronisch zu speichern (was zu Zeiten des 2. Weltkriegs den Wissenschaft-
lern um John von Neumann nicht bekannt war), der vom ihm gebaute Computer Z3 konnte
allerdings aufgrund des Fehlens von bedingten Anweisungen (if-then-else) nicht auf einfache
Art und Weise als UTM benutzt werden.
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Beweisskizze fiir Theorem B.9:

U verwendet zusatzlich zum Eingabeband drei weitere Bander, namlich Programm-, Daten-
und Zustandsband. Mittels Theorem lieBe sich eine dquivalente 1-Band-TM konstruie-
ren.

Flr eine gegebene Eingabe w+#x Uberprift U zunachst, ob w die valide Kodierung einer
Turing-Maschine ist.

Hierzu muss iberpriift werden, ob w das Bild eines Wortes w' € {0, 1, #}" gemaR des Homo-
morphismus ist. In diesem Fall kann die Maschine w' berechnen und auf dem zweiten Band

speichern, das wir im folgenden Programmband nennen werden.

Nun ist zu tiberpriifen, ob w' = T, TTZ, wis .4 gilt, das heiBt ob es zu jeder Kombination
aus Zustand und Symbol eine korrekt kodierte Transition gibt. Schlussendlich muss kontrol-
liert werden, dass die beiden Zusatzbedingungen (1) und (2) aus der Definition von TM erfiillt
sind.

Falls eine dieser Uberpriifungen fehlschlagt, weist U ab, denn dann gilt M,, = M, und somit
L(M,,) = @. Wenn alle Uberpriifungen erfolgreich sind, kopiert U den hinteren Teil der Einga-
be, also x, auf das dritte Band, das Datenband. Um die Kodierung der Eingabe wollen wir uns
hierbei keine Gedanken machen, wir gehen also davon aus, dass {0, 1} das Eingabealphabet
und {0, 1, $, .} das Bandalphabet von M,, ist, sieche Bemerkung B-7.

Nun wird noch das vierte Band, das Zustandsband mit 0 = bin(0), der Kodierung des Initial-
zustands von M, beschrieben.

Die Simulation von M,, kann nun begonnen werden. Ein Schritt von M,, wird wie folgt simu-
liert:

« Suche auf dem Programmband nach der Transition flir den im Zustandsband gespei-
cherten Kontrollzustand und das Bandsymbol, auf den der Kopf im Datenband zeigt.

« Wende die Transition an, d.h. andere entsprechende den Inhalt des Datenbandes, die
Kopfposition und ersetze den Inhalt des Zustandsbandes durch die Kodierung des neu-
en Kontrollzustandes.

U akzeptiert bzw. weist wahrend der Simulation ab, wenn M,, akzeptieren oder abweisen
wirde. Hierzu wird nach jedem Schritt tiberpriift, ob das Zustandsband die Kodierung des
akzeptierenden oder abweisenden Zustands speichert. [

3.11 Bemerkung
Theorem B.9 beweist insbesondere, dass das Akzeptanzproblem semi-entscheidbar ist.
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C) Das Halteproblem

Wir betrachten nun das beriihmte Halteproblem.

(Allgemeines) Halteproblem (HP)

Gegeben: Eine Turing-Maschine M, eine Eingabe x
Entscheide: Halt die Berechnung von M auf x nach endlich vielen Schritten?

Wir identifizieren das Halteproblem mit der folgenden Sprache
HP = {w+x | w,x € {0, 1}", M,, hélt auf Eingabe x} < {0, 1, #}" .

3.12 Theorem: Turing 1936
Das Halteproblem HP ist semi-entscheidbar, allerdings nicht entscheidbar.

Eine Teil der Aussage ist mit Hilfe der universellen Turing-Maschine sehr leicht zu beweisen.

3.13 Lemma
Das Halteproblem HP ist semi-entscheidbar.

Beweis:

Man kann analog zur Konstruktion der universellen Turing-Maschine U eine Turing-Maschine
U’ konstruieren mit £(U') = HP. Fur eine Eingabe w#x simuliert U’ die Maschine M,, auf der
Eingabe x. Falls M,, hilt (also akzeptiert oder abweist), akzeptiert U'. O

Der andere Teil der Aussage ist das wichtige Resultat: Es zeigt, dass die Klasse der entscheid-
baren Sprachen eine echte Teilklasse der semi-entscheidbaren Sprachen ist.

3.14 Proposition
Das Halteproblem HP ist nicht entscheidbar.

Beweis:

Wir nehmen an, HP sei entscheidbar, und leiten einen Widerspruch her. Sei H ein Entscheider
mit £(H) = HP. Eine Eingabe w+#x wird von H also nach endlich vielen Schritten akzeptiert,
wenn M,, auf x halt, und andernfalls wird sie nach endlich vielen Schritten abgewiesen.

Wir konstruieren eine neue Maschine D, die sich auf einer Eingabe w#x zunachst wie H ver-
halt, dann jedoch

- falls H abweisen wiirde, akzeptiert,

- falls H akzeptieren wiirde, nicht halt.

50



3. Unentscheidbarkeit, universelle Turing-Maschine, Halteproblem & Reduktionen

Die Maschine D kehrt also gewissermal3en die Ausgabe von H um.

Betrachten wir nun die Eingabe (D)#(D) fur Maschine D, wir fragen uns also, ob die Maschine
D auf ihrer eigenen Kodierung halt.

Fall 1: D halt auf (D)#(D):
Nach Konstruktion von D weist also H die Eingabe (D)#(D) ab. Da £L(H) = HP, bedeutet dies,
dass D nicht auf (D)#(D) halt - ein Widerspruch.

Fall 2: D halt nicht auf (D)#(D):
Nach Konstruktion von D akzeptiert H also die Eingabe (D)#(D). Da L(H) = HP, bedeutet
dies, dass D auf (D)#(D) halt - ein Widerspruch.

In beiden Fallen erhalten wir einen Widerspruch, die Maschine D, und damit auch die Maschi-
ne H, kann also nicht existieren. O

3.15 Bemerkung
Im obigen Beweis haben wir Diagonalisierung verwendet, siehe den Beweis von Theorem 2.6,
Dies ist allerdings nicht offensichtlich.

Statt einer Abzahlung aller Turing-Maschinen, betrachten wir eine Abzahlung aller Worter
Wo, W;, W, . .. Uber {0, 1}". Jedes solche Wort w; kodiert eine Turing-Maschine M,,. Wenn es
eine Maschine D wie im Beweis gabe, dann gdbe es eine Zahli € NmitD = M,,.

Im Beweis haben wir gesehen, dass wir allerdings auf der Diagonale, also fur die Turing-
Maschine D = M, und die Eingabe w; = (D), einen Widerspruch erhalten.

3.16 Bemerkung
Statt des Halteproblems kénnte man auch das Akzeptanzproblem aus Teil B) des Kapitels
betrachten. Dieses ist ebenso semi-entscheidbar, allerdings nicht entscheidbar.

Um seine Unentscheidbarkeit zu beweisen, genligt es, eine kleine Modifikation im Beweis
der Unentscheidbarkeit des Halteproblems vorzunehmen. Dies nachzuvollziehen sei der Le-
serin/dem Leser als Ubungsaufgabe (iberlassen. Alternativ kann man Reduktionen verwen-
den, um den Beweis zu fiihren, hierauf gehen wir im nachsten Teilkapitel ein.

Wir haben uns aus zwei Griinden dazu entschieden, hier zunachst das Halteproblem als un-
entscheidbar nachzuweisen. Zum Einen war das Halteproblem das Problem, von dem Turing
initial bewies, dass es unentscheidbar ist. Zum Anderen prazisiert die Unentscheidbarkeit des
Halteproblems die Bemerkung, die wir gemacht hatten, als wir Entscheidbarkeit eingefiihrt
haben: Es ist nicht bloB schwer, Nicht-Halten von Halten (also Akzeptieren oder Abweisen)
zu unterscheiden, es ist unmaoglich.
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Im Beweis der Unentscheidbarkeit des Halteproblems haben wir zur Konstruktion des Wider-
spruchs nur die Diagonale, also eine Eingabe der Form (D)#(D) benoétigt. Damit ist beweisen,
dass sogar das spezielle Halteproblem unentscheidbar ist.

Spezielles Halteproblem (SHP)

Gegeben: Eine Turing-Maschine M
Entscheide: Halt die Berechnung von M auf (M) nach endlich vielen Schritten?

SHP = {w € {0,1}" | M,, hélt auf w} .

3.17 Korollar
Das spezielle Halteproblem SHP ist semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar.

Damitist gezeigt, dass die Schwierigkeit (Unentscheidbarkeit) des Halteproblems nicht daher
rihrt, dass wir eine beliebige Eingabe x erlauben.

D) Reduktionen

Um weitere Unentscheidbarkeitsresultate zu zeigen, mochten wir nicht in jedem Fall einen
separaten Beweis durch Diagonalisierung flihren, oder — wie im Fall des speziellen Haltepro-
blems — einen Beweis genau inspizieren. Stattdessen wollen wir bereits gezeigte Resultate
verwenden, um aus der Unentscheidbarkeit z.B. des Halteproblems die Unentscheidbarkeit
weiterer Probleme abzuleiten.

Hierzu betrachten wir Reduktionen. Um zu zeigen, dass ein Problem B unentscheidbar ist,
beweisen wir, dass im Problem bereits ein bereits als Unentscheidbar bekanntes Problem A
als Spezialfall eingebettet ist. Man sagt, dass Problem A auf Problem B reduziert. Ein Entschei-
dungsverfahren fiir B kann somit nicht existieren, denn es wiirde auch als Entscheider fiir das
unentscheidbare Problem A fungieren.

3.18 Definition
Es seien A € X7,B € ) Sprachen. Problem A ist (many-one-)reduzierbar auf Problem B,
geschrieben als A < B, falls es eine totale und berechenbare Funktion

5] >3,
gibt, so dass fiir alle x € X7 gilt

x€A gdw.flx)eB.
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Eine solche Funktion f heif3t (Many-One-)Reduktion. Wenn A < B gilt, dann ist B mindestens
so schwer wie A.

Das folgende Lemma formalisiert die obige Diskussion dazu, dass sich Reduktionen fiir Un-
entscheidbarkeitsbeweise nutzen lassen.

3.19 Lemma
Wenn A < B gilt und B (semi-)entscheidbar ist, dann ist auch A (semi-)entscheidbar.

Beweis:
Wir betrachten zunachst den Fall, dass B entscheidbar ist.

Sei f eine Reduktion von A auf B, und sei M; eine Turing-Maschine, die f berechnet. Sei M; ein
Entscheider fur B.

Wir konstruieren einen Entscheider M, fiir A wie folgt: Auf einer Eingabe x verhalt M, sich
zunachst wie My, um innerhalb von endlich vielen Schritten auf einem zusatzlichen Band f{x)
zu schreiben.

Nun verhalt sich M, wie Mz, wobei das Band, auf dem f(x) steht, als Eingabeband fir Mg ge-
nutzt wird. Wenn Mg akzeptiert oder abweist, akzeptiert bzw. weist M, ab.

Da x € A genau dann, wenn f(x) € B, ist M, tatsachlich ein Entscheider fur A.
Falls B semi-entscheidbarist und M; ein Semi-Entscheider fiir B, so ist M4 ein Semi-Entscheider

fur A. U

Ublicherweise wird die Kontraposition des obigen Lemmas verwendet.

3.20 Korollar
Wenn A < B und A nicht (semi-)entscheidbar ist, dann ist auch B nicht (semi-)entscheidbar.

Beweis: Angenommen Bwadre semi-entscheidbar,dann mitdem obigen LemmaauchA. [

3.21 Bemerkung
Es gibt einen alternativen Beweis des Lemmas, der ohne die explizite Konstruktion eines Ent-
scheiders auskommt.

Wenn B entscheidbar ist, dann ist die totale charakteristische Funktion y, berechenbar, siehe
Theorem P.70. Des Weiteren gibt es eine berechenbare Reduktion fvon A auf B.

Die Verkettung berechenbarer Funktionen ist erneut berechenbar. Damit ist die charakteris-
tische Funktion von A

Xa=Xgof
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berechenbar, und somit A entscheidbar.

3.22 Bemerkung

In der Literatur werden zum Teil andere Sorten Reduktionen betrachtet, z.B. sogenann-
te Turing-Reduktionen. Wir verwenden hier Many-One-Reduktionen, zum Einen, weil Sie
sich im Gegensatz zu Turing-Reduktionen auch dazu verwenden lassen, semi- und co-semi-
entscheidbare Probleme zu untersuchen, zum Anderen weil wir diese Sorte Reduktion im
nachsten Teil der Vorlesung zu Komplexitatstheorie erneut verwenden werden.

Als Beispiel fiir die Anwendung von Reduktionen betrachten wir eine weitere Variante des
Halteproblems.

Halten auf leerem Eingabeband (HP,)

Gegeben: Eine Turing-Maschine M
Entscheide: Halt die Berechnung von M auf dem leeren Wort €?

HP, = {w € {0,1}" | M, halt auf } .

HP, ist unentscheidbar, dies beweisen wir, in dem wir das allgemeine Halteproblem HP auf
HP, reduzieren.

3.23 Lemma
HP < HP,.

Beweis:
Wir definieren eine Reduktion f, die HP auf HP, reduziert. Sei w#x eine Eingabe fiir das allge-
meine Halteproblem.

Wir konstruieren eine Maschine M;,, die sich wie folgt verhilt:
« Sie |6scht die Eingabe (d.h. Uberschreibe den Inhalt des Eingabeband mit .),
« sie schreibt x auf das Eingabeband, und dann
« verhalt sie sich wie M,,,.

Die Kodierung (My,) dieser Maschine ist der Funktionswert unserer Reduktion f,

f: {0,1,#} - {01}
w#x v (M,).
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Man kann nachweisen, dass f tatsachlich berechenbar ist. Die Ideen, die n6tig sind, um dies
formal zu beweisen, lassen sich in der Konstruktion der universellen Turing-Maschine finden.

Es gilt: M,, hilt auf Eingabe x genau dann, wenn M,, auf einer beliebigen Eingabe hilt. Hier-
zu ist zu beachten, dass sich M, unabhingig von der Eingabe immer wie M,, mit Eingabe x
verhalt.

Insbesondere gilt also: M,, hilt auf Eingabe x genau dann, wenn M;, auf Eingabe € hilt. [

Oben wurde bereits erwahnt, dass das Akzeptanzproblem ebenso wie das Halteproblem un-
entscheidbar ist. Dies beweisen wir nun unter der Verwendung von Reduktionen.

3.24 Theorem
Die folgenden Probleme sind semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar.

a) Das allgemeine Akzeptanzproblem

ACCEPT = {w#x € {0,1,#}" | w,x € {0,1}",x € L(M,,)} .

b) Das Selbstakzeptanzproblem oder spezielle Akzeptanzproblem

SELF-ACCEPT = {w € {0, 1} | w € L(M,,)} .

¢) Das Leeres-Wort-Akzeptanzproblem
ACCEPT, = {w € {0,1}" |e € L(M,)} .
Beweis:

ACCEPT ist die Sprache der universellen Turing-Maschine, und damit semi-entscheidbar.

Um zu zeigen, dass SELF-ACCEPT und ACCEPT, semi-entscheidbar sind, kbnnen wir Reduk-
tionen in Kombination mit Lemma verwenden.

« SELF-ACCEPT < ACCEPT:
Betrachte die Reduktion, die eine Instanz w von SELF-ACCEPT nimmt und die Instanz
w#w von ACCEPT ausgibt.

« ACCEPT, < ACCEPT:
Betrachte die Reduktion, die eine Instanz w von ACCEPT,n nimmt und die Instanz
w# = w#¢& von ACCEPT ausgibt.
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Um die Unentscheidbarkeit der Probleme zu beweisen, kdnnen wir die Kontraposition von
Lemma .19, also Korollar .20, verwenden, und fir jede Variante des Akzeptanzproblems
eine Reduktion des jeweiligen Halteproblems angeben.

Wir beweisen hier exemplarisch HP < ACCEPT, die anderen beiden Beweise funktionieren
analog.

Gegeben sei eine Instanz w#x des Halteproblems. Ziel ist es, eine Instanz w'#x des Akzep-
tanzproblems zu erzeugen, so dass gilt

w#x € HP  gdw. w'#x € ACCEPT.

(Theoretisch diirfte die Reduktion auch x verandern, wir werden jedoch sehen, dass dies nicht
notwendig ist.)

Zur gegebenen, durch w kodierten, Maschine M,, konstruieren wir eine Maschine M,,, die
« sich zunachst wie M,, verhalt,
- falls M,, akzeptiert, akzeptiert und
- falls M,, abweist, ebenfalls akzeptiert.

Es gilt: M,, akzeptiert Eingabe x genau dann, wenn M,, auf Eingabe x hilt. Die Funktion, die
eine Instanz w#x des Halteproblems entgegennimmt und die Instanz (M,,}#x des Akzep-
tanzproblems zurlickgibt, ist die gesuchte Reduktion.

Die Berechnung von (M,,) lasst sich durch eine Manipulation der Kodierung von w erreichen:
Alle Transitionen, die von einem nicht-haltenden Zustand nach g, fiihren, werden so abge-
andert, dass sie stattdessen nach g, flihren.

Daher ist w#x — (M,,)#x eine berechenbare Reduktion, die HP < ACCEPT beweist. O
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4. Das Postsche Korrespondenzproblem & der Satz von Rice

Im letzten Kapitel haben wir gesehen, dass wir Probleme indirekt als unentscheidbar nach-
weisen kdnnen, in dem wir ein bereits als unentscheidbar bekanntes Problem auf sie redu-
zieren. In diesem Kapitel wollen wir zwei wichtige Resultate zur Unentscheidbarkeit kennen
lernen, namlich die Unentscheidbarkeit des Postschen Korrespondenzproblems (PCP), und
den Satz von Rice. In beiden Fallen beweisen wir die Unentscheidbarkeit durch eine aufwen-
dige Reduktion des Halteproblems.

Das Postsche Korrespondenzproblem ist, im Gegensatz zu den bisher betrachteten unent-
scheidbaren Problemen, nicht tiber Turing-Maschinen definiert. Wenn man ein Problem als
unentscheidbar nachweisen mochte, ist es oft technisch einfacher, das PCP statt das Halte-
problem zu reduzieren.

Der Satz von Rice sagt, dass fast alle Probleme, bei denen es darum geht zu entscheiden, ob
die Sprache einer Turing-Maschine eine bestimmte Eigenschaft hat, unentscheidbar sind.

A) Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP)

4.1 Definition
Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP - Post’s correspondence problem) ist das wie
folgt definierte Entscheidungsproblem:

Postsches Korrespondenzproblem (PCP)

Gegeben: Eine endliche Sequenz von Tupeln aus Wortern (xq, y1), . . ., (Xk, Y«)
Entscheide: Gibt es eine endliche, nicht-leere Sequenz von Indizes i . . . i,

mitx; X, ... X, =Yi Vi, ---Yi, ?

Man kann sich das Postsche Korrespondenzproblem wie folgt vorstellen: Gegeben sind Sor-
ten von Dominosteinen, wobei jede Sorte Dominostein j oben mit x; und unten mit y; be-
schriftet ist. Nehmen wir nun an, dass wir von jeder Sorte beliebig viele Dominosteine zur
Verfligung haben. Ziel ist es, eine Reihe aus Dominosteinen zu bilden, so dass die Worter, die
sich aus den oberen bzw. unteren Beschriftungen ergeben libereinstimmen.

4.2 Beispiel
Betrachte die Instanz
K =(1,101),(10,00),(011,11) .

| NS V" S —
1 2 3
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4. Das Postsche Korrespondenzproblem & der Satz von Rice

Es handelt sich hierbei um eine Ja-Instanz, denn 1323 ist eine Sequenz wie gewlinscht; es gilt

1.011.10.011 = 101.11.00.11 .

1 011 10 011
101 11 00 11
1 3 2 3

Im Rest dieses Teilkapitels wollen wir den folgenden Satz beweisen.

4.3 Theorem: Post 1946
Das PCP ist unentscheidbar.

Zum Beweis wollen wir das Halteproblem auf das PCP reduzieren. Direkt ware dies schwierig,
wir definieren zunachst eine modifizierte Version des PCP, und fiihren dann den Beweis in
zwei Schritten.

Modifiziertes Postsches Korrespondenzproblem (MPCP)

Gegeben: Eine endliche Sequenz von Tupeln aus Wortern (xq, y1), . . ., (Xk, Vi)

Entscheide: Gibt es eine endliche, nicht-leere Sequenz von Indizes i; . . . i,
mitx; x;, ... X, =YY, ...¥iundi; =17

Wir zeigen zundchst, dass sich das modifizierte PCP auf das PCP reduzieren lasst. Wenn wir
dann spater bewiesen haben, dass MPCP unentscheidbar ist, muss auch PCP unentscheidbar
sein, ansonsten wiirden wir tGber die Reduktion ein Entscheidungsverfahren fiir das MPCP
erhalten.

4.4 Lemma
MPCP < PCP.

TODO: Bessere Erklarung, was hier passiert
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Beweis:

SeiK = (x1,¥1), ..., (X, Yx) eine gegebene MPCP-Instanz. Sei X das Alphabet, das die Buchsta-
ben beinhaltet, die in den Wértern x; und y; vorkommen. Wir gehen 0.B.d.A. davon aus, dass
die Symbole $ und # nicht in X vorkommen.

Fiir jedes Wortw = a; ... a,, € X" definieren wir drei Varianten:
W = #0140 . . . #AnHF

W = #a,#0% . . . #ap
W = a,#ay# . .. #an# .

Zur gegeben Instanz K konstruieren wir nun die Instanz

f(K) = ()(17))1)7()(17))1)7()(27)}2)7 s 'J(X/k7)}k)7($7#$) .

Die Funktion f, die eine MPCP-Instanz K nimmt, und die PCP-Instanz f(K) zurlckgibt, ist bere-
chenbar. Wir miissen zeigen, dass sie in der Tat eine Reduktion ist, d.h. dass gilt

K hat eine Losung mit j; = 1 gdw. f(K) hat eine beliebige Losung.

Wir zeigen beide Richtungen.

=" Seii;...i,eine Losung flir K miti; = 1, dann ist die folgende Sequenz eine Losung fiir
f(K):
i+ 1,35+ 1,...,ip+1,k+2.

+<=" Wenn Instanz f(K) eine L6sung hat, dann hat sie auch eine Lésung mit minimaler Lange.
Seii;...i, €{1,...,k+ 2}" eine solche minimale Lésung fiir f(K). Es muss aufgrund der
Konstruktion von f(K) gelten:

- iy = 1, denn kein anderes Paar hat in beiden Komponenten # als erstes Symbol,

- i, = k + 2, denn kein anderes Paar hat in beiden Komponenten das selbe letzte
Symbol.

Da wir annehmen, dass iy, . . . , i, eine minimale L6sung ist, kommen 1 und k + 2 nicht
innerhalb der Sequenz erneut vor. Angenommen, dies ware der Fall, dann kdnnten wir
die Losungen in zwei Teile aufspalten, von denen einer erneut eine Losung fir die In-
stanz ist, ein Widerspruch zur Minimalitat.

Also gilti, .. .i,_; € {2,...,k+ 1}". Die Sequenz

=1, i —1
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ist eine Losung fiir K, deren erster Eintrag wie gefordert 1 ist.

]

Nun zeigen wir, dass die modifizierte Version des PCPs unentscheidbar ist, in dem wir das
Halteproblem auf sie reduzieren.

4.5 Proposition
HP < MPCP.

Beweis:

Sei w#x eine Eingabe flir das Halteproblem, wobei w die Turing-Maschine
M, = (Q,%,T,8,q,) codiert, und x = a;...a, € X" die Eingabe fiir diese Maschine
ist.

Unser Ziel ist es, eine Funktion anzugeben, die aus einer solchen Eingabe eine Sequenz von
Paaren K = (x1,y1), ..., (X, y«) berechnet, so dass gilt

M,, akzeptiert x gdw. K hat eine Losung miti; = 1.

Die Turing-Maschine M,, akzeptiert Eingabe x genau dann wenn es eine endliche Sequenz
von Konfigurationen

CO—)... _)Ct
gibt mit ¢y = £ gy Sxund ¢; = U g V.

Wir werden sicher stellen, dass in diesem Fall die MPCP-Instanz eine L6sung der Form

#Heottar# .. HeHCH . HAut#

hat. Dies bedeutet, dass die Losung in der MPCP-Instanz die Sequenz der Konfigurationen
von M,, fiir Eingabe x, also die Berechnung, kodiert.

Das Alphabet der PCP-Instanzist ' v Q U {#}. Das erste Paar ist (#, #q,$x#), kodiert also die
initiale Konfiguration von M,,.

Ziel ist es, dass sowohl die x-Sequenz (also die Sequenz der X; in einer Losung i .. .i,) als
auch die y-Sequenz die Berechnung der Turing-Maschine kodieren. Die x-Sequenz fallt dabei
einen Schritt zurlick: Wenn das Anhangen eines Paares (x;, y;) in der y-Sequenz zur Konfigura-
tion ¢, beitragt, tragt es in der x-Sequenz zur Konfiguration c,_; bei. Dieser Versatz erlaubt es
uns, sicherzustellen, dass Konfiguration ¢, der Nachfolger der Konfiguration ¢, gemaf der
Transitionsrelation auf Konfigurationen der TM ist.
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Die folgende Darstellung illustriert dies. Die in Klammern angegebenen Zahlen j geben an,
aus welchem Index j; der Lsung die entsprechenden Symbole kommen.

T2 3 n+1n+2
N A A -
x-Sequenz : #qoa, 0y ...a, #

y-Sequenz: # qy, a; a, ... a, # qba,...a, #
i¢ v J | W W R,J M’J
1 2 3 n+1n+2

Zusatzlich zum oben angegebenen ersten Paar sind die folgenden Paare in der konstruierten
PCP-Instanz:

« Kopierregeln:

(a,a) fir jedes a € T v {#},

- Transitionsregeln:

(qa, bq), falls (g, a) = (q', b, R),
(cqga,q'cb), falls 8(g,a) = (g, b, L) firallec €T,

),
),

(g#,bq'#), falls 8(q, ) = (q', b, R),
),

(
(
(
(cq#,q'cb#),falls 6(q, =) = (¢, b, L) firallec e T,

« Loschregeln:

(aqGCCJ qGCC) und (qaCCa7 qGCC) fur a”e ae r?

« Abschlussregel:

(qacc##a #)

Zu jeder akzeptierenden Berechnung von M,, fiir Eingabe x lasst sich eine Lésung der MPCP-

Instanz konstruieren:
+ Die L6sung beginnt mit dem initialen Paar.

« Danach werden die Kopier- und Transitionsregeln benutzt, um die Berechnung der Ma-
schine bis zur ersten akzeptierenden Konfiguration zu simulieren.

« Nun kann man mit den Ldschregeln den Bandinhalt 16schen: In jeder Konfiguration
entfernt man das Symbol links oder rechts vom Kontrollzustand.

Wir erhalten Sequenzen der folgenden Form.
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Loschen

x-Sequenz : HCoHCOH# ...  HCGH T F#
y-Sequenz: HCoHCH ... FHCGH ... HqQaccH

Loschen

+ Durch Verwenden der Abschlussregel werden die beiden Sequenzen gleich.

Es lasst sich zeigen, dass jede Losung der MPCP-Instanz die obige Form haben muss, also eine
akzeptierende Berechnung von M,, kodiert. O

Durch eine einfache Reduktion ldsst sich beweisen, dass bereits das sogenannte 0, 1-PCP, also
das PCP fir Instanzen, bei denen die Worter x; und y; Gber dem Alphabet {0, 1} sind, unent-
scheidbar ist.

4.6 Bemerkung

Fur k € N, k > 0 sei PCP, das PCP fiir Instanzen, die aus genau k Paaren (x;, y;) bestehen. Es
ist bekannt, dass PCP, unentscheidbar ist und dass PCP, entscheidbar ist. Dementsprechend
ist auch PCP, flir k > 9 unentscheidbar, und PCP; ist trivial. Die Probleme PCP; bis PCPg sind
offen.

B) Der Satz von Rice

Wir mochten nun den Satz von Rice, ein allgemeineres Resultat zur Unentscheidbarkeit, be-
weisen. Er sagt aus, dass jede nicht-triviale Eigenschaft des Verhaltens von Turing-Maschinen
unentscheidbar ist. Dies besagt letztlich, dass Unentscheidbarkeit der Regelfall bei Verifikati-
onsproblemen ist, und nicht blof3 eine Ausnahme.

4.7 Definition

Sei X ein Alphabet. Wir bezeichnen mit RE(X) die Menge aller rekursiv-aufzahlbaren (semi-
entscheidbaren) Sprachen Gber %, also die Menge aller Sprachen £, zu denen es eine TM M
mit £(M) = L gibt. (RE steht flr recursively enumerable.)

Eine Eigenschaft P der Sprachen in RE(Z) ist eine Funktion
P:RE(Z) — {0,1} £ B = {false, true} .

Wir sagen, dass eine Sprache £ € RE(Z) Eigenschaft P hat, falls P(£) = 1 gilt.

Eine Eigenschaft heif3t trivial, falls P eine konstante Funktion ist, also P(L) = O fur alle
L € RE(X) oder P(L) = 1 firalle £ € RE(X), ansonsten heil3t sie nicht-trivial.
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Dass eine Eigenschaft P nicht-trivial ist, bedeutet, dass es jeweils mindestens eine Sprache
gibt, die die Eigenschaft hat, und eine Sprache, die sie nicht hat. Es gibt in diesem Fall also
L, L mitP(£)=1undP(L') =0.

Eine Eigenschaft P zu entscheiden, bedeutet fiir eine gegebene Sprache L algorithmisch zu
entscheiden, ob P(£) = 1 gilt. Hierzu muss die Sprache eine endliche Darstellung besitzen,
die wir als Eingabe des Algorithmus nutzen kénnen. Da wir Gber semi-entscheidbare Spra-
chen sprechen, liegt es nahe, eine Sprache £ durch eine Turing-Maschine M mit £ = L(M)
darzustellen, oder genauer gesagt, durch die Kodierung (M) einer solchen Maschine.

Wir sehen eine Eigenschaft P also als Sprache
P={we{0,1} | P(L(M,)) =1},

die Eigenschaft zu entscheiden, bedeutet, diese Sprache zu entscheiden.

Man beachte, dass wir Eigenschaften von Sprachen, nicht Eigenschaften von Turing-
Maschinen, betrachten. Ob eine Kodierung in P liegt, darf also nur von der Sprache L der
Maschine abhdangen und muss ansonsten unabhangig von der Maschine sein. Entweder gilt
P(L(M,,)) = 1,und damit w € P, furalle w mit £L(M,,) = L, oder es gilt P(L(M,,)) = 0, und damit
w ¢ P, fur alle w mit £L(M,,) = L.

4.8 Beispiel
Die folgenden Eigenschaften sind nicht-triviale Eigenschaften von semi-entscheidbaren
Sprachen:

- L =L(M,)istendlich,

- L =L(M,)istregular,

« L = L(M,) ist kontextfrei,

« L = L(M,,)ist entscheidbar,

« 10110 € L, d.h. M,, akzeptiert Eingabe 10110,
- £ =1X",dh.M, ist universell.

Die folgenden beiden Eigenschaften sind Eigenschaften von semi-entscheidbaren Sprachen,
allerdings trivial:

« L ist Bild einer totalen berechenbaren Funktion,
« List nicht-semi-entscheidbar.

Die folgenden Eigenschaften sind Eigenschaften von Turing-Maschinen, nicht Eigenschaften
ihrer Sprachen:
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« M,, hat 481 Kontrollzustande,
- Die Berechnung von M,, auf Eingabe 10110 halt nach hochstens 10 Schritten,
« M, ist ein Entscheider,
- Es gibt eine kleinere TM mit der selben Sprache.
Fir jedes dieser Beispiele lassen sich Maschinen M,, und M, finden, deren Sprache gleich ist,

L(M,,) = L(M,,), wobei M,, die gewlinschte Eigenschaft hat und M,, sie nicht hat.

4.9 Theorem: Rice 1953
Jede nicht-triviale Eigenschaft der semi-entscheidbaren Sprachen ist unentscheidbar.

Beweis:

Sei P eine beliebige nicht-triviale Eigenschaft der semi-entscheidbaren Sprachen Giber einem
Alphabet 3. Wir gehen 0.B.d.A. davon aus, dass P(@) = 0 gilt, der Beweis fiir den anderen Fall
funktioniert analog. (Beachte, dass @ natrlich rekursiv aufzahlbar ist.)

Da P nicht-trivial ist, gibt es auch eine semi-entscheidbare Sprache £ mit P(£) = 1. Sei K eine
Turing-Maschine mit £(K) = L.

Wir reduzieren das Halteproblem auf die Eigenschaft P, also auf die Sprache
P={we{0,1}"|P(L(M,)) =1},

woraus folgt, dass P unentscheidbar sein muss.

Sei w#x eine Eingabe flir das Halteproblem, bestehend aus der Kodierung der Maschine M,,
und der Eingabe x. Wir konstruieren eine Maschine vavx, deren Sprache @ ist, falls M,, auf x
nicht halt, und deren Sprache L ist, falls M,, auf x halt. Eigenschaft P fiir diese Maschine zu
entscheiden, bedeutet also, dass man entscheidet, ob M,, auf x halt.

Fur eine Eingabe y verhdlt sich va,x wie folgt:
1. Speichere Eingabe y auf einem separaten Band

2. Ersetze den Inhalt des Eingabebands durch das fixierte Wort x. Dadurch, dass x fixiert
ist, lasst sich dies in die Transitionsfunktion codieren.

3. Simuliere M,, auf Eingabe x.

Dieser Schritt terminiert eventuell nicht, falls M,, auf Eingabe x nicht halt.
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4. Falls M,, auf Eingabe x halt, und damit die obige Simulation halt, simuliere Kauf Eingabe
y.
Akzeptierte genau dann, wenn K Eingabe y akzeptiert.

1. Fall: M,, halt auf Eingabe x.

In diesem Fall terminiert die Simulation in Schritt 3., und es gilty € ﬁ(Mfmx) genau dann,
wenn y € L(K) gilt. Da K eine Maschine fiir die Sprache £ mit Eigenschaft P war, ist dies der
Fall genau dann, wenny € L.

2. Fall: M,, hdlt auf Eingabe x nicht.

In diesem Fall wird Schritt 4. nicht erreicht, und somit akzeptiert £(M£7X) keine Eingabe y,
unabhangig von der konkreten Eingabe.

Im ersten Fall, wenn M,, auf x halt, gilt also [,(M',f“) = L(K) = L, und im zweiten Fall, in dem
M, nicht auf x halt, gilt £(M,,,) = .

Zusammenfassend erhalten wir:
« Wenn wenn M,, auf x halt, gilt P(E(Mf“)) =P(L) =
« Wenn wenn M,, auf x nicht halt, gilt P(E(Mff“)) =P(@) =0.

Dies schlieBt den Beweis ab: Angenommen wir hatten einen Entscheider fiir P, dann wiirde
dieser Entscheider angewandt auf Mllfv,x das Halteproblem fiir die Eingabe w#x entscheiden,
dies ist ein Widerspruch. [

Der Satz von Rice sagt nur aus, dass P unentscheidbar ist. Es gibt nicht-triviale Eigenschaf-
ten die semi-entscheidbar oder co-semi-entscheidbar (jedoch nicht beides gleichzeitig) sind,
hiertiber trifft der obige Satz keine Aussage. Es gibt eine Variante des Satzes, die etwas liber
die Semi-Entscheidbarkeit von Eigenschaften aussagt, die wir hier ohne Beweis angeben wol-
len.

Wir nennen eine Eigenschaft P der semi-entscheidbaren Sprachen monoton wenn fir alle
Sprachen £, L' € RE(Z) gilt, das £ € L' impliziert, dass P(£) < P(L'). Andernfalls heil3t P
nicht-monoton.

Monotonie einer Eigenschaft P bedeutet, dass zu jeder Sprache mit £ mit Eigenschaft Pauch
jede groBere Sprache L' 2 L die Eigenschaft P hat.

4.10 Theorem: Rice 1956
Jede nicht-monotone Eigenschaft der semi-entscheidbaren Sprachen ist nicht-semi-
entscheidbar.
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5. Unentscheidbare Probleme kontextfreier Sprachen

Wir wollen den Teil der Vorlesung zu Entscheidbarkeit abschlieBen, in dem wir die aus ,Theo-

III

retische Informatik 1” bekannten kontextfreien Sprachen untersuchen. Im Gegensatz zu den

semi-entscheidbaren Sprachen sind manche Probleme fiir kontextfreie Sprachen entscheid-
bar.

« Sei L eine kontextfreie Sprache, die durch eine kontextfreie Grammatik oder einen
Pushdown-Automaten gegeben ist. Das Wortproblem, also gegeben ein Wort w, ent-
scheide, ob w € L gilt, ist mit Hilfe des CYK-Algorithmus entscheidbar.

- Das Leerheitsproblem, also gegeben eine Grammatik G, entscheide ob £(G) = @ gilt,
ist entscheidbar.

Es gibt jedoch auch viele Probleme, deren Eingabe eine kontextfreie Sprache beinhaltet, die
unentscheidbar sind. Wir wollen einige dieser Probleme in diesem Kapitel betrachten und als
unentscheidbar nachweisen. Im Beweis der Unentscheidbarkeit werden wir jeweils das PCP
reduzieren.

5.1 Theorem
Die Eingabe der Probleme sind zwei kontextfreie Grammatiken G, , G,. Die folgenden Proble-
me sind unentscheidbar:

a) Gilt £(G;) n L(G,) #+ @?

b) Gilt |£(G;) n L(G,)| = 00?

) Ist £(G;) n L(G;) kontextfrei?
d) Gilt £(G,) € £(G,)?

e) Gilt £(G,) = £(G,)?

Beweis:
a) Wirreduzieren das 0, 1-PCP. Sei

K= (X17Y1)7---7(Xk7)’k)

eine gegebene PCP Instanz mit x;, y; € {0, 1}" fir alle i.

Wir  konstruieren zwei Grammatiken G;,G, Uber dem Terminalalphabet
{0,1,%,a,,...,a,}. Bei den Symbolen a,,...,a, handelt es sich um ein Symbol g;
pro Paar (x;, y;) in K.
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Grammatik G, hat die folgenden Produktionsregeln:

S—> ASB,
A—>G1AX1 | | ak/4Xk7
A—)a1X1|...|aka,
reverse reverse
B-yy "Bay|...|yc = Ba,
reverse reverse
B -y, ar | ... |y ay .

reverse

Hierbei ist zu einem Wort w = w; ... w,, das Wort w durch Umkehrung der Reihen-

reverse

folge der Buchstaben in w definiert, also w = Wy...W,.

Die von G; erzeugte Sprache ist

L(G) ={a;, ...aixi ... xS Yy, | nom 2 i € {1, ... K}Vs, t}

Grammatik G, hat die folgenden Produktionsregeln:

S->a:5a,|...|aSac|T,

T—>0T0|1T1]$.

Die von G, erzeugte Sprache ist also

L(Gy) = {uv sV u™™ | v € {0, 1} u € {a, ..., a}"} .

Es gilt, dass K eine nicht-leere L6sung i, ...i, hat, genau dann, wenn der Schnitt
L(G;) n L(G,) nicht-leer ist, ndmlich das Wort

$ reverse reverse

ai, ...a.X ...x;, Sy ") R

in

enthalt. Die Funktion f mit f(K) = (G,, G,) ist also die gesuchte Reduktion des PCPs auf die
Nicht-Leerheit des Schnittes.

Falls eine PCP-Instanz eine Losung hat, hat sie unendlich viele Ldsungen: Zu jeder Losung
. .. 2 . .. . 3 4 .
s=iy...ipsindauchs” =iy... iy ...i,, 5,5 ,...LOsungen.

Die Reduktion faus Teil a) ist also auch eine Reduktion auf die Unendlichkeit des Schnittes.

Um zu zeigen, dass die Kontextfreiheit des Schnittes unentscheidbar ist, zeigen wir, dass
die Nicht-Kontextfreiheit des Schnittes unentscheidbar ist. Hiermit ist das folgende Pro-
blem gemeint: Gegeben Grammatiken G;, G,, entscheide ob £(G;) N £(G,) nicht kontext-
frei ist.
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Unentscheidbare Probleme kontextfreier Sprachen

Angenommen die Nicht-Kontextfreiheit ware entscheidbar, dann ware auch die Kontext-
freiheit entscheidbar - Die Klasse der Entscheidbaren Probleme ist abgeschlossen unter
Komplement.

Die Reduktion f aus Teil a) ist auch eine Reduktion auf Nicht-Kontextfreiheit.

Wenn der Schnitt leer ist (also die gegebene PCP-Instanz keine Losung hat), dann gilt
L(G;) n L(G,) = @, und @ ist kontext-frei.

Es bleibt zu zeigen, dass wenn der Schnitt nicht leer ist (und die PCP eine L6sung hat), dass
dann £(G,) n £(G,) nicht kontextfrei ist. Hierzu kann das aus ,Theoretische Informatik I”
bekannte Pumping-Lemma flr kontextfreie Sprachen verwendet werden

Wir reduzieren die Leerheit des Schnittes auf das Inklusionsproblem. (Wir haben in a) ge-
zeigt, dass die Nicht-Leerheit des Schnittes unentscheidbar ist, damit ist auch das Kom-
plementproblem, also die Leerheit des Schnittes, unentscheidbar.)

Hierflr ist wichtig, dass £(G;) und £(G,) sogenannte deterministische kontextfreie Spra-
chen sind: Es ist moglich, deterministische Pushdown-Automaten A;, A, zu konstruie-
ren mit £(A;) = L£(G;), L(A,) = L(G,). Die Klasse der deterministischen kontextfrei-
en Sprachen ist abgeschlossen unter Komplement: Man erhalt einen deterministischen
Pushdown-Automaten fiir die Komplementsprache, in dem man die finalen Zustande in-
vertiert. (Man erinnere sich daran, dass die Klasse der kontextfreie Sprachen nicht abge-
schlossen unter Komplement ist!)

Man kann also eine Grammatik G_2 konstruieren mit
E(G_z) = L£(Gy) = {0,1,$,ay,...,a}" \ £(G,) (indem man den invertierten Pushdown-
Automaten in eine kontextfreie Grammatik transformiert).

Es gilt
LG)NLG) =2 gdw. L(G)< L(G,).
Die Funktion g mit g(G;, G,) = (G, G,) ist also die gesuchte Reduktion.
Es lasst sich leicht eine Grammatik G; konstruieren mit £(G;) = £(G;) U L(G,).
Es gilt

L(Gy) € L(Gy)  gdw.  L(Gy) U L(G,) = L(Gy).
L£(G3)

Also ist h mit h(G,, G,) = (Gs, G,) eine Reduktion von Sprachinklusion auf Sprachgleich-
heit. Sprachinklusion ist wie in Teil d) gezeigt unentscheidbar.
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5.2 Bemerkung

Die Sprachen £(G;), L(G,), die wir im Beweis des obigen Theorems verwendet haben sind
— wie im Beweis von Teil d) angemerkt — deterministisch. Daher sind die Probleme aus den
Teilen a) - d) auch fir deterministische kontextfreie Grammatiken unentscheidbar.

Sprachgleichheit ist flir deterministische kontextfreie entscheidbar, wie 2001 von Sénizer-

gues bewiesen wurde [Sé01]; Sé02]. Hierflir wurde ihm 2002 der Gédel-Preis verliehen.

5.3 Bemerkung
Die Grammatiken G, G, aus dem Beweis des obigen Theorems lassen sich auch verwenden,
um zu zeigen, dass die folgenden Probleme unentscheidbar sind.

« Gegeben eine kontextfreie Grammatik G,

Ist G eindeutig?

Ist £(G) kontext-frei?

Ist £(G) regular?

Ist £(G) deterministisch kontextfrei?

Gilt £(G) = T*?

« Gegeben eine kontextfreie Grammatik G und eine reguldre Sprache R (z.B. reprasentiert
durch einen NFA), gilt £(G) = R?
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Teil Il.
Komplexitatstheorie

TODO: Einfuhrender Text
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6. Zeit- und Platzkomplexitat

6. Zeit- und Platzkomplexitat

In diesem Kapitel werden wir den Zeit- und Platzverbrauch von Turing-Maschinen definie-
ren. Darauf aufbauend fiihren wir dann die grundlegenden Komplexitatsklassen ein, das
heil3t die Klassen der Probleme, die sich mit einem vorgegebenen Zeit- oder Platzverbrauch
|6sen lassen.

Davon abgeleitet definieren wir dann die robusten Komplexitatsklassen. Im Gegensatz zu
den grundlegenden Klassen sind diese robust gegentiber Veranderungen am Berechnungs-
model. Beispielsweise ist die Klasse P der in Polynomialzeit I6sbaren Probleme eine solche
robuste Klasse. Es spielt keine Rolle, ob man zur Definition von P Einband- oder Mehrband-
Turing-Maschinen verwendet, man erhalt in beiden Fallen die selbe Klasse.

6.1 Bemerkung

In diesem Teil der Vorlesung werden wir — sofern nicht explizit anders spezifiziert - davon
ausgehen, dass alle betrachteten Turing-Maschinen Entscheider sind, also dass alle Berech-
nungen zu allen Eingaben nach endlich vielen Schritten halten.

A) Zeitkomplexitat

Zunachst wollen wir den Zeitverbrauch von Turing-Maschinen definieren und daraus abge-
leitet die beiden grundlegenden Zeitkomplexitatsklassen DTIME,(t) und NTIME,(t) einfiih-
ren.

6.2 Definition: Zeitverbrauch
Sei M eine Turing-Maschine (potentiell nicht-deterministisch, potentiell mit mehreren Ban-
dern). Sei x € =* eine Eingabe fiir M.

a) Der Zeitverbrauch (oder die Rechenzeit) von M fiir Eingabe x ist
Timey,(x) = max{n | nist Ldnge einer haltenden Berechnung von M auf x} .

Die Lange einer Berechnung ¢, = ¢; — ... ist hierbei der erste Index n € N, so dass ¢,
eine haltende Konfiguration ist. Man beachte, dass, falls M eine DTM ist, es genau eine
Berechnung zu Eingabe x gibt.

Falls M auf einer Eingabe x eine nicht-haltende Berechnung hat, schreiben wir
Timey,(x) = 0o. Wenn M ein Entscheider ist, wird dies nie auftreten.

b) Fir eine Zahl n € N, definieren wir die Zeitkomplexitdat von M als

Timey(n) = max{Timey(x) | |x| = n}.
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6. Zeit- und Platzkomplexitat

Wir messen also das Worst-Case-Verhalten von M auf Eingaben der Lange n.

c) Seit:N — N eine Funktion. Wir sagen, dass M t-zeitbeschrankt ist, wennTimey(n) < t(n)
farallen € N.

Nun kénnen wir die grundlegenden Zeitkomplexitatsklassen definieren. Zu jeder Zeitschran-
ke, also einer Funktion t: N —» N, betrachtet man die Klasse der Probleme, die sich innerhalb
dieser Zeitschranke l6sen lassen.

6.3 Definition: Grundlegende Zeitkomplexitatsklassen
Sei t: N - N eine Zeitschranke. Wir definieren

DTIME(t) = {£(M) | M ist eine k-Band DTM, ein Entscheider und t-zeitbeschrankt} ,
NTIME,(t) = {£(M) | M ist eine k-Band NTM, ein Entscheider und t-zeitbeschrankt} .
6.4 Bemerkung

Wir schreiben nur DTIME(t) bzw. NTIME(t) anstatt DTIME, (t) bzw. NTIME, (t).

Sei T eine Menge von Zeitschranken t: N - N. Dann schreiben wir DTIME(T) fiir | J,., DTIME(t)
(analog fiir NTIME und Mehrbandmaschinen).

Oft betrachten wir z.B. DTIME(O(t)), wenn wir multiplikative Konstanten ignorieren wollen.

Wir kdnnten nun diese grundlegenden Komplexitatsklassen untersuchen, d.h. wir kdnnten
zum Beispiel die Klasse DTIME(nz) der in quadratischer Zeit |6sbaren Probleme betrachten.
Wie bereits angemerkt sind diese Klassen nicht robust, es gilt z.B. DTIME; (n) # DTIME,(n).

6.5 Bemerkung

Es ergibt wenig Sinn, sublineare Zeitschranken, also Funktionen t: N = N mit t(n) < n fir min-
destens ein n, zu betrachten. Dies wiirde bedeutet, dass die Turing-Maschine nicht einmal in
der Lage ist, ihre gesamte Eingabe zu lesen.

B) Platzkomplexitat

Wir mochten analog zu DTIME und NTIME Platzkomplexitatsklassen einfiihren.

Im Gegensatz zum Zeitverbrauch ist es durchaus interessant, Probleme zu betrachten, die
sich mit sublinearem Platzverbrauch I6sen lassen. Hierbei wollen wir allerdings den Platzver-
brauch der Eingabe nicht mitzahlen, sondern nur den zusatzlichen Speicher, den die Maschi-
ne benotigt.

72
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Daher betrachten wir hier Maschinen mit einem speziellen Eingabeband. Das Eingabeband
ist read-only, die Eingabe darf also nicht verandert werden. Formal ist read-only wie in Defi-
nition R.3 definiert.

Die anderen Bander bezeichnen wir als Arbeitsbander. Wir messen nur den Platzverbrauch
der Maschine auf ihren Arbeitsbandern.

6.6 Definition: Platzverbrauch
Sei M eine Turing-Maschine (potentiell nicht-deterministisch, potentiell mit mehreren Ar-
beitsbandern) mit einem speziellen read-only Eingabeband. Sei x € X" eine Eingabe fiir M.

a) Sei c eine Konfiguration, die wahrend einer Berechnung von M zu Eingabe x auftritt. Der
Platzverbrauch von M in Konfiguration c ist

Space,,(c) = max{|w| | wist der Inhalt eines Arbeitsbandes in Konfiguration c} .

Hierbei zahlen wir Blank-Symbole, die am Ende des Bandinhaltes auftreten kénnen, nicht
mit.

b) Der Platzverbrauch von M zu Eingabe x ist
Space,,(x) = max{Space,/(c) | c ist Konfiguration in einer Berechnung von M zu Eingabe x} .

Falls der Platzverbrauch von M auf x unbeschrankt ist, schreiben wir Space,,(x) = oo.

c) Fureine Zahl n € N, definieren wir die Platzkomplexitat von M als
Space,,(n) = max{Spacey,(x) | |x| = n} .

Wir messen also das Worst-Case-Verhalten von M auf Eingaben der Lange n.
d) Sei ssN - N eine Funktion. Wir sagen, dass M s-platzbeschrankt ist, wenn

Space,(n) < s(n)firallen € N.

6.7 Definition: Grundlegende Platzkomplexitatsklassen
Seis:N — N eine Platzschranke. Wir definieren die grundlegenden Platzkomplexitatsklassen.

DSPACE,(s) = {£(M) | M ist eine DTM mit k Arbeitsbandern, ein Entscheider und s-platzbeschrankt} ,
NSPACE,(s) = {£(M) | M ist eine NTM mit k Arbeitsbandern, ein Entscheider und s-platzbeschrankt} ,

Wir verwenden die selbe vereinfachte Notation wie bei den Zeitkomplexitatsklassen.

Man beachte, dass der Zeitverbrauch den Platzverbrauch beschrankt: In jedem Schritt
kann eine Maschine hochstens eine neue Zelle beschreiben. Daraus folgt zum einen, dass
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Spacey,(x) = oo nicht auftreten kann, wenn M ein Entscheider ist. Zum anderen beweist es
das folgende Lemma:

6.8 Lemma
Fur jede Funktion t: N — N und jede Zahl k gilt

DTIME,,(t) € DSPACE,(t),
NTIME,,1(t) € NSPACE,(t) .

Insbesondere gilt also

DTIME(t) € DSPACE(t), NTIME(t) € NSPACE(t), .

Der unterschiedliche Index k bzw. k + 1 ergibt sich daraus, dass wir bei DTIME alle Bander, bei
DSPACE aber nur die Arbeitsbander zahlen.

6.9 Beispiel
Betrachte die Sprache der Woérter mit gleich vielen as und bs, also

L ={x € {a,b}" | Anzahlvonaund binxistgleich }.
Es gilt £ € DSPACE(O(log n)), L lasst sich also deterministisch mit logarithmischem (insbe-
sondere also sublinearem) Platzverbrauch I6sen.

Wir konstruieren eine DTM M mit read-only-Eingabe und einem Arbeitsband, die £ 16st: Auf
dem Arbeitsband speichert M einen Zahler. Nun geht die Maschine die Eingabe x von links
nach rechts durch:

« Fur jedes Vorkommen von Buchstabe a wird der Zahler inkrementiert (+1),
« Fur jedes Vorkommen von Buchstabe b wird der Zahler dekrementiert (-1).

Nachdem die Eingabe gelesen wurde akzeptiert die Maschine genau dann, wenn der Zahler
Wert O hat.

Es ist klar, dass M tatsachlich £ entscheidet.

Wenn der Zahler als Bindrzahl gespeichert wird, hat M nur logarithmischen Platzverbrauch:
Der Wert des Zahler ist durch —n nach unten und n nach oben beschrankt, mit n = |x|. Es
werden also [log n] + 1 viele Bits (Zellen) bendtigt, um den Zéhler zu speichern.
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C) Die robusten Komplexitatsklassen

6.10 Definition

Wir definieren nun die robusten Komplexitatsklassen.

L = DSPACE(O(lo
NL = NSPACE(O(log
n

P =|_J oTIME(O(
(

keN

NP = U NTIME((’) nk)

keN

PSPACE = U DSPACE((’)(nk))

keN

NPSPACE = U NSPACE(O(nk))

keN

EXP = | DTIME(ZO("k))
keN

NEXP = | NTIME(2O("k))
keN

EXPSPACE = | DSPACE(ZO(”k))

keN

NEXPSPACE = U NSPACE(ZO(nk))

keN

Die Klasse P umfasst alle Probleme, die sich deterministisch in Polynomialzeit I6sen lassen.
Ein Problem L ist also in P, wenn es einen konstanten Exponenten gibt, so dass es sich in
DTIME((’)(nK)) |6sen lasst. Wichtig ist, dass der Exponent konstant und damit unabhangig

von der Lange der Eingabe ist.

6.11 Bemerkung

Man kann auch noch gréBere Klassen betrachten, zum Beispiel zu jeder Zahlm € N;m > 0
die Klassen mEXP und mEXPSPACE, die Klassen der Probleme, die sich mit m-fach exponen-
tiellem Zeit-/Platzverbrauch I6sen lassen. Beispielsweise ist 2EXP die Klasse der Probleme £

(aka LOGSPACE)
(aka NLOGSPACE)
(aka PTIME)

(aka NPTIME)

(aka EXPTIME)

(aka NEXPTIME)

O nk
fur die es einen Exponenten k gibt, so dass £ in DTIME(Z2 | )) ist.

Die Klasse ELEMENTARY ist die Klasse der elementaren Probleme, also Probleme, die sich fiir

eine Konstante m in m-fach exponentieller Zeit I6sen lassen. Es gilt

ELEMENTARY = U mEXP .

meN,
m>0
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(Wir werden spater sehen, dass es keine Rolle spielt, ob man in der Definition von
ELEMENTARY deterministische oder nichtdeterministische Klassen, und ob man Zeit- oder
Platzkomplexitatsklassen verwendet). Wichtig ist, dass auch hier die Zahl m konstant ist und
nicht von der Eingabegrof3e abhangt.

Es gibt nicht-elementare Probleme, zum Beispiel Probleme, bei denen die Laufzeit eines je-
den Entscheidungsverfahrens f(n)-fach exponentiell ist, wobei f(n) eine Funktion in der Ein-
gabegrofe ist.

Im Allgemeinen sieht man P als die Klasse der effizient I6sbaren Probleme an. Da fiir jedes
solche Problem der Exponent konstant ist, kann man auch sehr grof3e Instanzen noch mit
ertraglichem Zeitaufwand I6sen.

In unseren Definitionen der grundlegenden Klassen wie z.B. DTIME, haben wir die Anzahl der
Bander spezifiziert. Die robusten Komplexitatsklassen wie z.B. P haben wir dann allerdings
Uber Ein-Band-TMs definiert. Das folgende Lemma setzt die Zeit- und Platzklassen fiir Ein-
und Mehrband-Maschinen in Relation.

6.12 Lemma
Fir jede Funktion £: N - N und jede Zahl k € N gilt

DTIME,(f) € DTIME; (f- f), DSPACE,(f) € DSPACE, (f),
NTIME,(f) € NTIME, (- f), NSPACE,(f) € NSPACE, (f) .

Beweis:
Zu einer Maschine M mit k-Bindern l3sst sich eine dquivalente TM M' mit nur einem Band
konstruieren, siehe Theorem [T.13.

Pro Schritt von M muss M' einmal das gesamte Band durchgehen. Da M pro Schritt maximal ei-
ne Zelle auf jedem Band neu beschreiben kann, ist die Zeitschranke fauch eine obere Schran-
ke fiir den Platzverbrauch von M. Die 1-Band-TM braucht also maximal f(n) viele Schritte pro
Schritt von M auf einer Eingabe der Lange n, und damit insgesamt f(n) - f(n) viele Schritte.

Um zu sehen, dass eine Platzschranke f fiir M auch eine Platzschranke fiir M' ist, beobachte
man, dass der Inhalt des einen Bandes von M’ so lange ist wie der langste Inhalt eines Bandes
von M.

In Theorem haben wir deterministische 1-Band-TMs betrachtet, mit analogen Bewei-
sen kann man allerdings auch Varianten des Theorems fiir nicht-deterministische Maschinen
oder Maschinen mit Arbeitsband zeigen. O
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6.13 Korollar
Die Definitionen der robusten Komplexitatsklassen sind unabhangig von der Anzahl der ver-
wendeten Bander, z.B. gilt

P=[ [ JommE.(O(n")).

k'eN keN

L= | J DSPACE(O(logn)).

k'eN

D) Komplementklassen

Wir wollen auch Komplementklassen kennen lernen.

Zundchst erinnern wir uns daran, dass zu einem Problem (also einer Sprache) £ ¢ ¥ das
Komplementproblem als
L=3"\L

definiert war. Dies bedeutet, dass die Ja- und die Nein-Instanzen vertauscht werden.

6.14 Definition
Sei C eine Klasse von Problemen. Dann ist die Komplementklasse von C

coC={Z|£€C}

die Klasse aller Komplementprobleme zu Problemen in C.

Man beachte, dass coC nicht das Komplement von C ist, sondern die Komplemente der Pro-
bleme in C beinhaltet.

6.15 Beispiel
Sei
COPY = {w#w | w €{0,1}"}

das bekannte Kopierproblem. Wir haben in den Ubungen gesehen, dass sich COPY in
DTIME,(O(n?)) < P und in DSPACE;(O(log n)) € L Iésen lasst.

Daraus ergibt sich, dass

COPY = {0, 1} U {0, 1,#} #{0, 1, #} #{0, 1, #}" u {w#w | w,w € {0, 1}",w + w'}

in coDTIME, (O(n?)) < coP und coDSPACE, (O(log n)) < col ist.

Die deterministischen Klassen stimmen mit ihren Komplementklassen tiberein.
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6.16 Lemma
Fir jede Funktion N - N und alle k € N gilt

DSPACE,(f) = coDSPACE,(f), DTIME,(f) = coDTIME,(f) .

Beweis:
Ein deterministischer Entscheider fur ein Problem wird zu einem deterministischen Entschei-
der fiir das Komplementproblem, in dem man die Rollen von g, und g, vertauscht. Die

resultierende Maschine hat den gleichen Zeit- und Platzverbrauch. m
6.17 Korollar
Die deterministischen Komplexitatsklassen sind abgeschlossen unter Komplement, es gilt
insbesondere

L = col, PSPACE = coPSPACE, P = coP.

Ob die nichtdeterministische Komplexitatsklassen abgeschlossen unter Komplement sind,
also z.B. NL = coNL, NPSPACE = coNPSPACE, NP = coNP, qilt, ist jeweils eine nicht-triviale
Fragestellung. Wir werden uns spater mit dieser Frage beschaftigen und feststellen, dass die
ersten beiden Gleichheiten gelten. Das Problem NP < coNP ist offen, man glaubt allerdings,
dass die beiden Klassen unterschiedlich sind.

E) Grundlegende Relationen zwischen den Komplexitatsklassen

Direkt aus den Definitionen ergeben sich einige Inklusionen innerhalb der Komplexitatsklas-
sen.

6.18 Lemma
Fur jede Funktion N — N gilt

DTIME(f) € NTIME(f), DSPACE(f) € NSPACE(f), .
Beweis:
Jede DTM kann auch als NTM mit dem gleichen Platz- und Zeitverbrauch gesehen werden.

]

Als Korollar von Lemma .8 erhalten wir die folgende Aussage.
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6.19 Korollar
Es qgilt

P c PSPACE, NP c NPSPACE .
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7. Eine Landkarte der Komplexitatstheorie

Im Rest der Vorlesung wollen wir

« zum Einen die robusten Komplexitatsklassen untersuchen: Wir werden typische Pro-
bleme in den Klassen betrachten und wir werden untersuchen, welche Arten von Algo-
rithmen sich mit einem vorgegeben Zeit und Platzverbrauch umsetzen lassen.

- zum Anderen die Beziehungen der Klassen untereinander untersuchen.
Unser Studium der Relationen zwischen den Klassen wird schlussendlich folgendes Bild er-

geben.

6 #6

+6

NP
3 1 2
PSPACE < EXP S NEXP < EXPSPACE

A
c
<
7

coNP (’1

15 I 4

coNL NPSPACE
1l

coNPSPACE

1. Wie bereits gezeigt ist Nichtdeterminismus machtiger als Determinismus. Es gilt also
L € NL, P € NP und EXP € NEXP. Analog kann man P S coNP beweisen.

2. Wir haben bereits gesehen, dass jede Zeitschranke auch eine Platzschranke ist. Die-
ses Resultat lasst sich erweitern, um zusatzlich sogar zu zeigen, dass sich nicht-
deterministische Maschinen mit Zeitverbrauch t durch deterministische Maschinen mit
Platzverbrauch t simulieren lassen.

3. Eine Maschine mit Platzschranke t lasst sich — selbst wenn sie nicht-deterministisch ist
— durch eine deterministische Maschine mit Zeitschranke 2' simulieren.

4. Der Satz von Savitch zeigt, dass NSPACE(f) <  DSPACE(f-f). Daraus folgt

PSPACE = NPSPACE, und damit, da PSPACE = coPSPACE gqilt, auch
NPSPACE = coNPSPACE. Der Satz zeigt jedoch nicht L = NL, ob dies gilt, ist nach wie
vor offen.

5. Der Satz von Immerman und Szelepcsényi zeigt, dass NL = coNL gilt.

6. Die Hierarchie-Resultate fiir Zeit und Platz zeigen, dass man mit exponentiell mehr
Zeit bzw. Platz echt mehr Probleme |6sen kann. Daher gilt NL ¢ PSPACE, P ¢ EXP und
PSPACE ¢ EXPSPACE.
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Ob die anderen Inklusionen echte Inklusionen oder Gleichheiten sind, ist bislang offen. Ins-
besondere ist das beriihmte P z NP-Problem sowie NP z coNP ungel6st. Man vermutet, dass

alle Inklusionen strikt sind.
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8. LundNL

Nun wollen wir die robusten Komplexitatsklassen im Detail untersuchen, beginnend mit L
und NL. Wir wollen Probleme kennen lernen, die sich mit logarithmisch viel Platz (nichtde-
terministisch bzw. deterministisch) 16sen lassen. Ob L = NL gilt, ist offen. Wir versuchen die
beiden Klassen voneinander abzugrenzen. Hierzu werden wir Probleme in NL identifizieren,
von denen man glaubt, dass sie nicht in L liegen.

A) Probleme in L: Arithmetik

In L liegen die grundlegenden Probleme der Arithmetik, insbesondere die folgenden beiden
Probleme.

Addition (ADD)
Gegeben: Naturliche Zahlen i, j, ¢
Entscheide: Gilti+j=¢?

Multiplikation (MULT)
Gegeben: Naturliche Zahlen i, j, ¢
Entscheide: Gilti-j=¢?

Wir fassen diese Probleme als Wortprobleme auf, in dem wir die Zahlen durch ihre Binardar-
stellung reprasentieren.

ADD = {x#ty#z| 3i,j, €:x = bin(i),y = bin(j),z = bin(€),x + y = z},
MULT = {x#y#z | 3i,j, €:x = bin(i), y = bin(j), z = bin(¢),x -y = z},

8.1 Lemma
ADD und MULT sind in L.

Die Aussage des Lemmas ist starker, als man zunachst annehmen konnte. Die Probleme sind
sogar in logarithmischem Platz in der EingabegréRe, das heildt der Binarkodierung der Zah-
len, I6sbar. Die GroBe der Binarkodierung wiederum ist logartihmisch in der Gro3e der Zahlen.
Es gibt also Algorithmen, die doppelt logarithmisch in der Gro3e der Zahlen sind.

Man kénnte auf die Idee kommen, die Binarkodierung Z' der Zahl i + j (bzw. i - j) durch binare
Addition (bzw. Multiplikation) von x und y zu berechnen, und dann z und Z' zu vergleichen.
Dies 16st das Problem, bendtigt allerdings linearen Platz.
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Der Trick, um mit logarithmisch viel Platz auszukommen, ist, jedes Bit von Z' einzeln zu be-
rechnen, mit dem entsprechenden Bit von z zu vergleichen, und danach den Speicherplatz
erneut zu verwenden. Es wird dann bloB eine konstante Anzahl von Bits fiir Ubertrage bené-
tigt, sowie Zahler, die angeben, in welchem Bit der Eingabe man sich gerade befindet. Der
Wert dieser Zahler ist durch die Lange der Eingabe beschrankt, wenn man sie also binar ko-
diert, ist ihre GroBe logarithmisch in der Lange der Eingabe.

Die Details des Beweises tiberlassen wir der Leserin/dem Leser als Ubung.

B) Das Pfadproblem in NL

Die wichtigsten Probleme in der Klasse NL sind Pfadprobleme, also Probleme, bei denen es
darum geht, die (Nicht-)Existenz von Pfaden in Graphen zu untersuchen.

Pfadexistenz (PATH)
Gegeben:  Gerichteter Graph G = (V, R), Quellknoten s € V, Zielknoten t € V
Entscheide: Gibt es einen Pfad von s nach tin G?

Um dieses Problem als Wortproblem aufzufassen, miissen wir festlegen, wie ein gerichteter
Graph G kodiert werden soll. Wir konnen davon ausgehen, dass die Knoten V = {1,...,n}
durchnummeriert sind. Dies erlaubt es uns, einen Knoten i durch die Binardarstellung bin(j)
zu reprasentieren. Die Kanten im Graphen kdnnen wir auf verschiedene Arten kodieren (z.B.
als Matrix oder Adjazenzliste). Wir gehen hier von einer Kodierung als Adjazenzliste aus, zu
jedem Knoten i gibt es also einen Liste

adji =i _)j17j27 s 7jk;

wobei j;, . . . ji, die Knoten sind, zu denen i eine ausgehende Kante hat. Die Zahlen i, j;, .. . ji,
konnen wir wieder wie Ublich binar kodieren.

Insgesamt kodieren wir dann einen Graphen G mit n Knoten als Wort
adj,;...;adj, .

Im Folgenden werden wir einen Graphen mit seiner Kodierung identifizieren. Wir knnen
PATH damit als Wortproblem

PATH = {G#s#t | G kodiert einen Graphen, in dem es einen Pfad von s nach t gibt}

auffassen.
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8.2 Lemma
PATH ist in NL.

Beweis:
Wir geben einen Algorithmus an, der PATH [6st und sich als nicht-deterministische Turing-
Maschine mit logarithmischen Platzverbrauch implementieren lasst.

Zundchst beobachtet man, dass, wenn es einen Pfad von s nach t gibt, es auch einen einfa-
chen Pfad gibt, also einen Pfad, der keinen Knoten doppelt beinhaltet: Ein Pfad mit Wiederho-
lungen lasst sich durch Entfernen der Schleifen in einen einfachen Pfad mit der selben Quelle
und dem selben Ziel transformieren. Es gibt daher, wenn es einen Pfad gibt, einen Pfad der
Lange hochstens n = |V|, da Pfade mit Lange echt groBer als n zwangslaufig Wiederholungen
beinhalten.

Unser Algorithmus wird eine Sequenz von Knoten raten und verifizieren, dass es sich hierbei
um einen validen Pfad von s nach t handelt. Da wir nur logarithmisch viel Speicher verwenden
mochten, ist es uns nicht moglich, die komplette Sequenz zu speichern. Wir raten daher die
Sequenz Knoten fir Knoten, und vergessen immer alle auBer die beiden aktuellsten Knoten.
Dies erlaubt es uns, den Speicherplatz wiederzuverwenden.

Um sicherzustellen, dass wir nicht zu lange raten — wir méchten ein Entscheidungsverfahren,
das garantiert terminiert - halten wir einen Zahler, den wir bei jedem geratenen Knoten in-
krementieren. Wenn der Wert n Giberschreitet, wissen wir, dass der geratene Pfad nicht mehr
einfach sein kann und brechen ab.

count=0
current = s
while count < ndo
count + +
Rate Knoten new € {1, ..., n}
if new ist Nachfolger von current then
if new = t then
return true
end if current = new
else
return false
end if
end while

return false

Die Uberpriifung, ob new Nachfolger von current ist, lasst sich durch Durchgehen der Adja-

zenzliste in der Eingabe durchfiihren.
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Der Algorithmus ist korrekt: Wenn es einen einfachen Pfad von s nach t gibt, gibt es eine
Berechnung des Algorithmus, in dem genau dieser Pfad geraten wird und der Algorithmus
damit true zurlickgibt. Wenn der Algorithmus eine Berechnung hat, die true zurtickgibt, dann
gibt es auch einen Pfad von s nach t, namlich den in dieser Berechnung geratenen.

Es verbleibt zu argumentieren, dass der Algorithmus mit logarithmisch viel Speicherplatz im-
plementiert werden kann.

Der Zahler count ist in seinem Wert durch n beschrankt. Zudem werden zwei Knoten current
und new gebraucht, die ebenfalls als Zahl in {1, ..., n} gespeichert werden kénnen. Fiir die
Uberpriifung, ob der neue Knoten Nachfolger des alten ist, werden gegebenenfalls weitere
Zeiger in die Eingabe benotigt.

Wenn man all diese Zahlen in Binardarstellung speichert, werden jeweils hochstens log n Bits
(Zellen) benotigt. Nun beachte man, dass die Eingabe mindestens Lange n hat, da wir davon
ausgehen kénnen, dass jeder Knotenin {1, ..., n} eine Adjazenzliste hat, die mindestens eine
Zelle belegt. [

C) Reduktionen und Vollstandigkeit

Wir mochten nun L gegen NL abgrenzen. Leider ist es bislang nicht gelungen, zu zeigen, dass
L # NL gilt. Daher gehen wir wie folgt vor: Wir identifizieren innerhalb von NL die schwersten
Probleme. Man geht davon aus, dass diese Probleme nicht in L liegen.

Formal nennen wir ein Problem NL-hart oder NL-schwer, wenn es mindestens so schwer ist
wie jedes andere Problem in NL. Ein Problem heif3t NL-vollstandig, wenn es NL-hart ist und
in NL liegt.

Wenn man zeigen kdnnte, dass eines dieser Probleme nicht in L ist, waren damit alle diese
Probleme nichtin L. Falls eines dieser Probleme in L liegt, liegen sie alle in L, und damit wiirde
L = NL gelten.

Im Folgenden lernen wir Techniken kennen, um Probleme als schwer nachzuweisen. Was be-
deutet es, zu zeigen, dass ein Problem mindestens so schwer ist, wie jedes andere Problem
in NL? Um dies formal zu definieren mochten wir wieder Many-One-Reduktionen nutzen.

Die Many-One-Reduktionen, die wir im Teil der Vorlesung zu Entscheidbarkeit kennen ge-
lernt haben, sind zu machtig. Wir missen vermeiden, dass die Reduktion (also die Turing-
Maschine, welche die Reduktion berechnet) bereits einen Teil der Berechnung der Losung
des Problems vornimmt.
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8.3 Definition
Sei R eine Klasse von Funktionen. Ein Problem A < 37 heilt R-many-one-reduzierbar auf ein
Problem B ¢ 3, falls es eine Funktion f € 3] — 35 mit f € R gibt, so dass fiir alle x € X7 gilt:

x€A gdw. f(x)eB.

Wir nennen f die Reduktion und schreiben A sf,, B.
8.4 Definition
Sei C eine Klasse von Problemen, R eine Menge von Funktionen und B ein Problem.

a) Das Problem B heil3t C-schwer beziiglich R-many-one Reduktionen (oder C-hart beziig-
lich R-many-one Reduktionen) falls sich alle A € C mit mit R-many-one-Reduktionen auf
B reduzieren lassen:
VAeC:A< B.

Intuitiv bedeutet dies, dass B mindestens so schwer wie jedes Problem in C ist.
b) B heil3t C-vollstandig beziiglich R-many-one Reduktionen falls
+ BinC liegt (,Membership”) und
+ B C-schwer beziglich R-many-one Reduktionen ist (,Hardness”).

Intuitiv bedeutet dies, dass B das schwerste Problem in C ist.

Wenn B € C ist, sagen wir auch, dass C eine obere Schranke fiir die Harte von B ist. Wenn B
C-schwer ist, dann ist C eine untere Schranke fiir die Harte von B.

Damit Reduktionen niitzlich sind, sollten sie zwei Eigenschaften erfiillen.

(1) Wenn wir zwei Komplexitatsklassen vergleichen, gibt es eine, von der wir vermuten, dass
sie die machtigere der beiden Klassen ist. Die Reduktionen, die wir betrachten, sollten
schwacher sein, als diese Klasse. Ansonsten kann ein signifikanter Teil der Berechnung
des Problems, welches wir reduzieren wollen, bereits durch die Reduktion berechnet wer-
den.

Fir eine Komplexitatsklasse C, die wir betrachten, sollte gelten: Wenn Problem A auf Pro-
blem B R-many-one-reduzierbar ist, und B € C gilt, dann sollte auch A € C folgen.

Anders formuliert: Die Komplexitatsklasse C sollte abgeschlossen unter R-Many-One-
Reduktionen sein.

TODO: Problem fixen
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(2) Reduzierbarkeit sollte eine transitive Relation sein.

Insbesondere sollte, wenn A ein C-schweres Problem ist und A <& B gilt, auch Problem B
C-schwer sein.

8.5 Bemerkung
Die Reduktionen, die wirim zweiten Teil der Vorlesung betrachtet haben, waren R-Many-One-
Reduktionen fiir R gleich der Klasse der totalen berechenbaren Funktionen.

In der Komplexitatstheorie werden insbesondere zwei Klassen von Funktionen R verwendet:
- die Reduktionen, die in Polynomialzeit berechenbar sind (sf,f’y) und

- die Reduktionen, die mit logarithmischem Platz berechenbar sind (sﬁg).

8.6 Definition

Sei M ein totaler Berechner, also eine Turing-Maschine mit speziellem Ein- und Ausgabeband,
die auf jeder Eingabe nach endlich vielen Schritten akzeptiert. Wir erinnern uns daran, dass
das Eingabeband read-only und das Ausgabeband write-only ist.

Wie bei Entscheidern sagen wir, dass der Zeitverbrauch von M durch eine Funktion t: N - N
beschrankt ist, wenn fiir jede Zahl n € N und jede Eingabe x mit Lange |x| = n der Berechner
M nach hochstens t(n) Schritten halt.

Analog ist der Platzverbrauch von M durch eine Funktion s:N = N beschrankt, wenn fur jede
Zahl n € N und jede Eingabe x mit Lange |x| = n der Berechner M in jeder Konfiguration
auf jedem Arbeitsband hochstens s(n) Zellen benutzt werden. Man beachte, dass wir den
Platzverbrauch auf Ein- und Ausgabeband nicht mitzahlen, allerdings haben wir durch die
read-only- bzw. write-only-Anforderung sichergestellt, dass M diese Bander nicht zum rech-
nen zweckentfremden kann.

8.7 Definition
Eine Funktion f: X7 — 35 ist logspace-berechenbar, wenn es einen deterministischen Berech-
ner mit speziellem Ein- und Ausgabeband gibt,

. der total ist,

- zu jeder Eingabe x € X7 nach endlich vielen Schritten hilt und die Ausgabe f(x) € X5
geschrieben hat und

- dessen Speicherverbrauch durch O(log n) beschrankt ist.

Eine Funktion : X} — ¥ istin Polynomialzeit berechenbar, wenn es einen deterministischen
Berechner mit speziellem Ein- und Ausgabeband gibt,
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« der total ist,

. zu jeder Eingabe x € X7 nach endlich vielen Schritten hlt und die Ausgabe f(x) € 3
geschrieben hat und

« dessen Zeitverbrauch durch (’)(nk) fur eine von der Eingabegré3e unabhangige Kon-
stante k beschrankt ist.

8.8 Definition

Ein Problem A ¢ 37 heit logspace-(many-one-)reduzierbar auf ein Problem B € 55, wenn A
R-many-one-reduzierbar auf B ist mit R gleich der Klasse der logspace-berechenbaren Funk-
tionen. Wir schreiben A <9 B.

Durch Einsetzen der Definition erhalten wir die folgende explizitere Definition: Ein Problem
A ¢ 37 heiBt logspace-(many-one-)reduzierbar auf ein Problem B ¢ 5, wenn es eine
logspace-berechenbare Funktion f: 3} = X5 gibt, so dass fiir alle x € X" gilt:

x€A gdw. fx)eB

Ein Problem A ¢ 37 heift in Polynomialzeit reduzierbar (many-one-)reduzierbar oder po-
lynomiell reduzierbar auf ein Problem B € 33, wenn A R-many-one-reduzierbar auf B ist mit

R gleich der Klasse der in Polynomialzeit berechenbaren Funktionen. Wir schreiben A sf,?’y B.

8.9 Bemerkung
Intuitiv sind die logspace-Reduktionen die Reduktion, die zur Klasse L korrespondieren, und
die polynomiellen Reduktion die Reduktionen, die zur Klasse P korrespondieren.

Wir werden spater sehen, dass L € P und sogar NL S P gelten. Dementsprechend ist je-
de logspace-Reduktion auch eine polynomielle Reduktion. Zu zeigen, dass etwas logspace-
reduzierbar ist, ist eine starkere Aussage, als zu zeigen, dass es in Polynomialzeit reduzierbar
ist.

Wenn wir die Klassen L und NL untersuchen mdchten, ergibt es wenig Sinn, Polynomialzeit-
Reduktionen zu betrachten. Wie oben in Punkt (1) erldutert sind die Reduktionen machtiger
als die Klassen und erlauben es damit, die Berechnung der Losung des zu reduzierenden
Problems in die Reduktion zu verlagern. Wir werden uns daher zunachst auf die logspace-
Reduktionen konzentrieren. Polynomialzeit-Reduktionen haben aber im Wesentlichen die-
selben prinzipiellen Eigenschaften wie z.B. Transitivitat.

Wir beweisen nun, dass logspace-Reduzierbarkeit eine transitive Relation ist, also Punkt (2)
oben erfiillt.
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8.10 Lemma
Esseienf:X; - 3, und g : 35 - X3 logspace-berechenbare Funktionen. Dann ist auch ihre
Verkettung g o £: 3] - X3 eine logspace-berechenbare Funktion.

Insbesondere folgt aus A <29 Bund B <9 Cauch A <% C.
Beweis:

Es seien Mfund M, die Turing-Maschinen, die die Berechnung von fund g in logarithmischem
Platzverbrauch berechnen. Sei x € 37 eine Eingabe.

Idee: Berechne f{x) durch Simulation von My, verwende danach M, auf Eingabe f(x) zur Be-
rechnung von g(f(x)).

Problem: Wir haben bei logspace-berechenbaren Funktionen nur den Platzverbrauch auf
den Arbeitsbandern beschrankt. Die Ausgabe f(x) von M; kann mehr als logarithmisch viel
Platz brauchen, und ist damit zu grol3, um auf einem Arbeitsband zwischengespeichert wer-
den zu kénnen.

Losung: Berechne f(x) bitweise on-demand und verwende den Speicherplatz wieder.
Wichtig hierfir ist,
- dass die Ausgabe f(x) hochstens polynomiell groB ist und
- dass jede Zelle von f(x) logspace-berechenbar ist.
Behauptung: f(x) ist hochstens polynomiell gro3
Eine Konfiguration von M; zu Eingabe x ist gegeben durch
« Kontrollzustand,

« Eingabe x,

Inhalt der Arbeitsbander,
« Inhalt des Ausgabebands,
« Kopfpositionen auf den Bandern.

Wir beobachten, dass zum Einen das Eingabeband read-only ist und sich wahrend der Berech-
nung nicht verdandert; wir brauchen diese also nicht weiter betrachten. Zum anderen ist das
Ausgabeband write-only, M; darf sein Verhalten also nicht davon abhangig machen, was be-
reits auf das Ausgabeband geschrieben wurde. Wenn wir nun untersuchen wollen, nach wie
vielen Schritten M; halt, kdnnen wir sowohl den Inhalt der Ausgabe als auch die Kopfposition
in der Ausgabe vernachlassigen.
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Essentiell fiir eine Konfiguration ist der Inhalt der Arbeitsbander. Da M; logarithmischen
Platzverbrauch hat, gibt es Konstanten d', d", so dass der Inhalt jeden Arbeitsbandes durch
d -logn + d" beschrankt ist.

Wir haben fiir jede Zelle des Arbeitsbandes nur || viele Moglichkeiten, es gibt also

| r|d'-|og n+d"
viele Moglichkeiten fiir den Bandinhalt.
Insgesamt gibt es hochstens
|£[ . k- |r|d'.|ogn+d” . \_’3_, . k d - lqg n4+ dn’

Kontrollzustande Inhalt der Arbeitsbinder Kopfposition in der Eingabe  opfpositonen in den Arbeitsbindern
viele Konfigurationen zu Eingabe x, wobei hier k die Anzahl der Bander ist.

Wichtig ist, das |Q|, ||, k, d", d" Konstanten, also unabhangig von der Eingabe x, sind. Des

|r|d'-log n+d"

Weiteren kdnnen wir umschreiben zu

] i ' 7 |og|F| ' i |Og|r|
log|l|-d"-log n+d d-logn d d d
glosirdHos =(2 9-2) —(n -2) :

Dieser Ausdruckist in O(nd) fur eine geeignete Konstante d, also polynomiell.

Angenommen M;wiirde eine Konfiguration wahrend der Berechnung wiederholen. Dies wiir-
de bedeuten, dass M in eine Schleife lauft. (M¢ist deterministisch und wird daher diese Konfi-
guration wieder und wieder besuchen!) Wir erhalten einen Widerspruch zur Annahme, dass
M fur alle Eingaben nach endlich vielen Schritten halt, also insbesondere fir x.

M¢ hélt also nach hochstens polynomiell vielen Schritten. Da pro Schritt maximal eine Zel-
le der Ausgabe geschrieben werden kann, ist damit auch die Lange der Ausgabe durch ein
Polynom beschrankt.

Behauptung: Fiir jede Zahl i ist die Stelle (f(x)); logspace-berechenbar
Wir konstruieren eine Turing-Maschine M;, die die i-te Zelle (f(x)); von f(x) berechnet.

M; verhalt sich zunachst wie M. Zusatzlich halt sich M; einen Zahler count (in Bindarkodierung),
der initial mit i belegt ist. Solange count > 0 gilt, wird jedes Mal wenn M, eine Zelle der Ausga-
be schreiben mdchte, diese Ausgabe verworfen, aber der Zahler dekrementiert (count — -).
Wenn count = 0 gilt, wird als nachstes M; die i-te Zelle der Ausgabe schreiben. M; schreibt
diese Zelle und akzeptiert.

Falls M; halt, bevor die i-te Zelle geschrieben wurde, schreibt M; ein Leerzeichen als Ausgabe
und halt.
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Beweis der eigentlichen Aussage

Wir konstruieren nun , eine Maschine, die g o f mit logarithmischen Platzverbrauch. Die Idee
ist, dass wir M, auf Eingabe f(x) simulieren. Wir stellen uns vor, dass My.r €in Band hatte, auf
dem f(x) steht.

Dies ist aus den bereits erlauterten Griinden nicht wirklich der Fall. In Wirklichkeit halt sich
M,.r €inen Zahler, in welcher Zelle dieses imaginaren Bandes M, ist. Wenn immer M, auf die
i-te Zelle von f(x) zugreifen mochte, berechnen wir diesen Wert.

Wenn My, schreibt die selbe Ausgabe und akzeptiert wie die Simulation von M, auf f(x). Also
berechnet M. in der Tat g(f(x))).

Gemal unserer obigen Diskussion ist der Wert des Zahlers i durch (’)(nd) beschrankt, wenn
wir ihn Binar speichern, bendtigen wir also nur (’)(Iog(nd)) = O(d-logn) = O(logn) viele
Zellen. Die Werte (f(x)); konnen mit logarithmischem Platz berechnet werden, und da sie nur
eine einzige Zelle belegen, kénnen wir sie auch jeweils speichern. Wichtig ist, dass wir den
Speicherplatz fiir die aktuelle Zelle und die entsprechende Berechnung wiederverwenden
konnen. Insgesamt erhalten wir, dass M,.r nur logarithmisch viel Platz braucht. O

Wir wollten dass unsere Reduktionen nicht zu machtig sind (Punkt (1) oben). Das folgende
Lemma zeigt, dass fur die Klasse L die logspace-Reduktionen bereits zu machtig sind.

8.11 Lemma
Sei X ein endliches Alphabet.

a) Ein Problem £ € 5* istin L genau dann, wenn £ <% {1}.
Hier bezeichnet {1} die Sprache {1} < {0, 1}".

b) Jede Sprache £ € X" inL mit £ # @und £ # X" ist bereits L-vollstindig (beziiglich
logspace-many-one-Reduktionen).

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Esistalso nursinnvoll, Reduktion zu betrachten, die schwacher sind als die betrachtete Klasse.

Viele Klassen sind abgeschlossen unter logspace-Reduktionen

8.12 Lemma
Sei A Sﬁff,g B. Wenn Bin L bzw. NL bzw. P ist, dann ist auch A in L bzw. NL bzw. P.

Das folgende Lemma zeigt, dass sich schwere Probleme tatsachlich dazu eignen, die Klas-
sen voneinander abzugrenzen. Sollte es mdglich sein, ein hartes Problem in einer Klasse mit
weniger Aufwand zu |6sen, dann fallen die entsprechenden Klassen zusammen.
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8.13 Lemma
Sei A eine Sprache.

a) Falls A NL-schwer beziiglich logspace-many-one-Reductions ist und A € L gilt, dann folgt
NL = L.

b) Falls A P-schwer beziiglich logspace-many-one-Reductions ist und A € NL gilt, dann folgt
NL = P.

D) PATH ist NL-vollstandig

Wir haben bereits bewiesen, dass PATH in NL I6sbar ist. Nun wollen wir als PATH als erstes
Problem als NL-vollstandig nachweisen.

Die Schwierigkeit hierbei ist zu zeigen, dass sich jedes Problem aus NL auf PATH reduzieren
lasst. (Wir haben noch kein anderes Problem als vollstandig nachgewiesen, welches wir redu-
zieren kénnten.)

Sobald die Harte von PATH bewiesen ist, konnen wir die Harte anderer Problem durch die
Reduktion von PATH beweisen. Andererseits konnen wir von anderen Problemen beweisen,
dass sie in NL I6sbar sind, indem wir sie auf PATH reduzieren

8.14 Theorem
PATH ist NL-schwer (bezliglich logspace-many-one-Reduktionen).

Beweis:

Wir mussen jedes andere Problem in NL auf PATH reduzieren. Sei £ € NL ein solches Problem.
Es gibt eine NTM M mit durch O(log n)-beschrankten Platzverbrauch, die £ entscheidet, also
L(M) = L.

Wir zeigen, dass es eine Funktion fy, gibt, die mit logarithmischem Platz berechenbar ist, mit:
Fir eine Eingabe x und den zugehérigen Funktionswert fy,(x) = G#s#t gilt:

M akzeptiertx gdw. esgibtin G einen Pfad vonsnacht.

Hierbei ist G ein gerichtet Graph und s und t sind Knoten in G.

Der Graph G ist der Konfigurationsgraph von M zu Eingabe x. Seine Knoten sind Konfigu-
rationen mit Eingabe x und einem Bandinhalt, der durch O(log n) beschrénkt ist. Flr zwei
Konfigurationen ¢;, ¢, beinhaltet der Graph eine Kante (c;, ¢;) genau dann, wenn ¢, ein mog-
liche Nachfolgekonfiguration von ¢; ist. Der Quellknoten s ist die Startkonfiguration von M,
d.h. initialer Kontrollzustand, Eingabe x und leeres Arbeitsband.
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Wir gehen 0.B.d.A. davon aus, dass M eine eindeutige akzeptierende Konfiguration hat: Kon-
trollzustand g,.., Eingabe x, leeres Arbeitsband und Kopfposition in beiden Bandern auf dem
Endmarker $. Diese Konfiguration ist der Zielknoten t. Zu jedem Problem in NL gibt es eine
solche Maschine: Zu einer Maschine M, die die Annahme nicht erfiillt, kénnen wir eine Ma-
schine M, die die gleiche Sprache akzeptiert und im wesentlichen den gleichen Platz- und
Zeitverbrauch hat, konstruieren, die am Ende der Berechnung vorm akzeptieren den Bandin-
halt 16scht und die Képfe zum Endmarker bewegt.

M akzeptiert x genau dann, wenn es eine akzeptierende Berechnung zu x gibt, also einen
Pfad in Gvon s nach t.

Es verbleibt zu zeigen, dass fy, mit logarithmischem Platz berechnet werden kann. Die Schwie-
rigkeit hierbei ist es, den Graphen auszugeben.

Jede Konfiguration wird dargestellt durch Kontrollzustand, Kopfpositionen auf beiden Ban-
dern, und den Inhalt des Arbeitsbandes. Die Eingabe x bleibt wahrend der Berechnung un-
verandert und muss nicht kodiert werden, lediglich die Kopfposition der Maschine im Einga-
beband ist von Interesse.

Die Schwierigkeit bildet die Kodierung des Arbeitsbandes. Der Kontrollzustand bendtigt nur
eine Konstante Anzahl Zellen zur Kodierung, die Kopfpositionen lassen sich als Binarzahlen
jeweils in log|x| Bits speichern. Da der Platzverbrauch von M durch O(log n) beschrankt ist,
gibt es eine Konstante d, so dass sich der Inhalt des Arbeitsbandes durch ein Wort der Lange
d - log|x| darstellen lasst.

Insgesamt erhalten wir Konstanten d', d”, so dass jede Konfiguration von M sich als ein Wort
der Lange d' - log|x| + d" darstellen lasst.

Der Berechner fiir fy, zahlt alle Woérter der Lange d'-log|x|+d" auf und tGiberpriift jeweils, ob Sie
die valide Kodierung einer Konfiguration sind. Die Worter, die diesen Test bestehen, werden
ausgegeben.

Die Ausgabe der Kanten lasst sich dhnlich realisieren: Es werden Paare (c;, ¢;) von solchen
Wortern aufgezahlt. Wenn beide valide Konfigurationen sind, und ¢, ein Nachfolger von c;
gemal der Transitionsrelation von M ist, wird die Kante ausgegeben.

Fur die Ausgabe des Graphen missen also maximal zwei Konfigurationen gleichzeitig gespei-
chert werden. Die Berechnung von fy, lasst sich mit einem Arbeitsband, dessen Platz durch
O(log n) beschrankt ist, umsetzen. O

8.15 Korollar
PATH ist NL-vollstandig (beziiglich logspace-many-one-Reduktionen).
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Man kann das Pfadproblem sogar auf sogenannte azyklische Graphen, also auf Graphen, in
denen es keine Kreise ¢ = ¢y —» ... = ¢, = c gibt, einschranken. Es bleibt NL-vollstandig.

Pfadexistenz in azyklischen Graphen (ACYCLICPATH)
Gegeben:  Gerichteter azyklischer Graph G = (V, R), Knotens, t € V
Entscheide: Gibt es einen Pfad von s nach tin G?

8.16 Lemma
Das Problem ACYCLICPATH ist NL-vollstandig.

Bereits im Beweis, dass PATH NL-schwer ist, sieht man ein Indiz fir dieses Lemma: Der Teil
des Konfigurationsgraphen von M, der von der Initialkonfiguration aus erreichbar ist, muss
azyklisch sein, da M sonst kein Entscheider ist. Da es aber nicht-azyklische Teile des Graphen,
die nicht erreichbar sind, geben kann, ist dies noch kein formaler Beweis. Eine Reduktion von
PATH auf ACYCLICPATH ist eine Ubungsaufgabe.
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9. coNL & der Satz von Immerman und Szelepcsényi

Wir mochten nun die Klasse coNL untersuchen, also die Komplemente von Problemen in NL.
Wir werden das Problem 2SAT einfiihren und als coNL-vollstandig nachweisen. Spater bewei-
sen wir den Satz von Immerman und Szelepcsényi, der besagt, das coNL = NL. Damit erhalten
wir dann, dass 2SAT auch NL-vollstandig ist.

Zundchst halten wir ein allgemeines Resultat fest.

9.1 Lemma

Sei C eine Komplexitatsklasse, R eine Menge von Funktionen und £ € C ein Problem. Wenn £
C-schwer/vollstandig ist, dann ist £ coC-schwer/vollstandig (jeweils beziiglich R-many-one-
Reduktionen).

Beweis: Ubungsaufgabe. O

Wir kdnnen dieses Lemma nun auf die bereits betrachteten, NL-vollstandigen Probleme an-
wenden.

Nicht-Existenz von Pfaden (PATH)
Gegeben: Gerichteter Graph G = (V, R), Quellknoten s € V, Zielknoten t € V
Entscheide: Gibt es keinen Pfad von s nach tin G?

Analog l3sst sich die Nicht-Existenz von Pfaden in azyklischen Graphen, ACYCLICPATH, defi-
nieren.

9.2 Korollar
PATH und ACYCLICPATH sind coNL-vollstandig.

9.3 Bemerkung

Wenn man PATH als Wortproblem auffasst, ist sein Komplementproblem eigentlich leicht an-
ders: Gegeben eine Eingabe, entscheide ob entweder die Eingabe keine korrekt kodierte Ein-
gabe G#s#t flir PATH ist, oder ob sie es ist, es aber keinen Pfad von s nach tin G gibt.

Ob die Eingabe korrekt formatiert ist, lasst sich jedoch leicht (deterministisch mit logarith-
misch viel Platz, also in L) feststellen. Wir beschranken uns hier daher darauf, korrekt kodierte
Eingaben zu untersuchen.
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A) 2SAT

Wir interessieren uns insbesondere fiir die Komplexitdat von Problemen, deren Eingabe die

III

JTheoretische Informatik I1” bekannten endlichen Automaten bzw. die aus ,Einflihrung in die
Logik” bekannten aussagenlogischen Formeln sind. Hier wollen wir die Erfillbarkeit von aus-

sagenlogischen Formeln in konjunktiver Normalform betrachten.

Sei Xy, X1, X5, . . . eine abzdhlbar unendliche Menge von Aussagenvariablen. Ein Literal L ist
von der Form x; (positiv) oder —x; (negativ). Eine Klausel ist eine Disjunktion von Literalen,

C=L,v...L.

Eine aussagenlogische Formel in konjunktiver Normalform (CNF) ist eine Konjunktion von
Klauseln
F=C] /\/\Cn

Belegungen und die Auswertung von Formeln sind dabei wie Ublich definiert. Wir identifizie-
ren0 £ false, 1 £ true.

Erfiillbarkeit von aussagenlogischen Formeln in CNF (SAT)

Gegeben: Eine Formel Fin CNF
Entscheide: Ist F erfiillbar, d.h. gibt es eine Belegnung ¢ mit ¢(F) = true?

SAT steht fiir Satisfiablity, also Erfillbarkeit.

Man interessiert sich insbesondere fiir die Abhangigkeit der Harte dieses Problems von diver-
sen Parametern, z.B. der Gro3e der Klauseln. Sei k > 0 eine natdirliche Zahl. Eine Formel F ist
in k-CNF, wenn sie in CNF ist, und jede Klausel aus héchstens k Literalen besteht.

Erfiillbarkeit von aussagenlogischen Formeln in k-CNF (kSAT)

Gegeben: Eine Formel Fin k-CNF

Entscheide: Ist F erfillbar, d.h. gibt es eine Belegnung ¢ mit ¢(F) = true?

Man beachte, dass k nicht Teil der Eingabe, sondern fixiert ist. Wir werden uns spater mit SAT
und kSAT fir k > 2 beschaftigen. 1SAT ist trivial. In diesem Kapitel betrachten wir 2SAT.

9.4 Theorem
Das Problem 2SAT ist coNL-vollstéandig.

Es sind zwei Dinge zu zeigen:
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+ ,Membership”: 2SAT ist in coNL. Wir beweisen, dass das Komplementproblem 2SAT in
NL liegt.

. ,Hardness”: 2SAT ist coNL-schwer. Wir reduzieren ACYCLICPATH.

9.5 Lemma
2SAT ist in coNL.

Fir eine gegebene 2CNF F konstruieren wir einen Graphen G¢ = (V, E¢) wie folgt:

« Es gibt fiir jede Variable x, die in F vorkommt zwei Knoten x, —x, also einen pro Literal.

Ve = {x, -x | x ist Variable in F}

« Es gibt Kanten a - B und -8 — —a falls =a v B eine Klauseln in Fist. Fur Klauseln die
aus nur einem Literal a bestehen, erhalten wir die Kante -a - a.

E= J (L) (L-t)o (| AL}

(-LyvLp)isa (L)isa
clause of F clause of F

Mit =L ist hiermit das negierte Literal gemeint, also =(x) = —x und =(—x) = x. Die Kanten von
Gr korrespondieren zu Implikationen. Die Klausel —L; Vv L, ist in der Tat logisch aquivalent zu
den Implikationen L; — L, und =L, = —L;. Fir Klauseln, die aus einem Literal bestehen, gilt

Lelvises-l->L.

Pfade in Gr entsprechen also ebenfalls Implikationen, denn Implikation ist transitiv.

Man beachte auch die folgende Symmetrie in Gg: Es gilt L; = L, gdw. L, = -L;.

Wir betrachten ein Beispiel fiir die Konstruktion

9.6 Beispiel
Sei
F=(-xVY)A(-yVZ)A(xV=z)A(zVY).

Wir konstruieren G und erhalten

GF = {X7y7zu —X, Y, _'z}

EF = {(Xv y)? (_'y7 _'X)7 (y7 2)7 (_'27 _'y)a (Za X)7 (_'Xv _'Z)a (_'27 y)7 (_'ya Z)} :
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Die Folgende Abbildung stellt den Graphen dar.

@/\

Das Folgende Lemma ist wichtig, um die Korrektheit unserer Reduktion nachzuweisen.

9.7 Lemma
Eine 2CNF Formel F ist unerfillbar genau dann, wenn es eine Variable x gibt, so dass es in G¢
einen Pfad von x nach —x und einen Pfad von -x nach x gibt.

Funerfilllbar gdw. 3x:x —>¢ —x, ~x =g X

Beweis:
Angenommen, die beiden Pfade existieren, aber es gabe dennoch eine erfiillende Belegung
@ fir F. O.b.d.A. nehmen wir ¢(x) = 1 an.

Wir erhalten @(-x) = 0. Da es einen Pfad von x nach -x gibt, gibt es eine Kante L - L' auf
dem Pfad mit ¢(L) = 1 und @(L') = 0. Dieser Kante entspricht die Klausel =L v L"in der Formel.
Diese Klausel wird ausgewertet zu

@(=L vL')=min(1-o(L),p(L)) = 0.

Daher gilt ¢(F) = 0, ein Widerspruch dazu, dass ¢ die Formel F erfiillt.

Der Fall ¢(x) = 0lasst sich ahnlich behandeln, hierbei muss der Pfad von —x nach x betrachtet

werden.
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Fur die andere Richtung nehmen wir an, dass es die Pfade nicht gibt, und konstruieren eine
erflllende Belegung ¢. Dies erledigt der folgenden Algorithmus.

while es gibt noch ein Literal ohne Wahrheitswert do
Wahle Literal L, so dass es keinen Pfad von L nach =L gibt
for Literal L', das von L aus erreichbar ist, also L =" L' do
‘ Setze (L) = 1.
end for
for Literal L', von dem aus L erreichbar ist, also L' »* =L do
‘ Setze (L) = 0.
end for

end while

Wir miissen begriinden, dass die resultierende Belegung ¢ eine wohldefinierte Belegung ist,
die F erfllt.

Zunachst beobachte, dass ein Literal L' und seine Negation —L' im gleichen Durchlauf der
While-Schleife belegt werden. Wenn es einen Pfad L =" L' gibt, dann gibt es aufgrund der
Symmetrie im Graphen auch einen Pfad -L' =™ L.

« Dieresultierende Belegung weist jedem Literal einen Wahrheitswert zu: Sei L ein Literal,
dem noch kein Wahrheitswert zugewiesen ist. Dann ist auch =L noch nicht belegt. Falls
wir L nicht auswahlen konnen (weil es einen Pfad von L nach -L gibt), dann kénnen wir
-L auswahlen. Falls es einen Pfad von —L nach L gabe, wiirden wir einen Widerspruch
zur Annahme erhalten.

- Die resultierende Belegung ist wohldefiniert. Angenommen es gabe ein Literal L', so
dass L und —L' den selben Wahrheitswert haben. Da die beiden im selben Durchlauf
ihren Wert erhalten, sagen wir im Durchlauf, in dem Literal L gewahlt wird, gibt es ent-
weder Pfade von L sowohl nach L' als auch nach =L', oder —L ist sowohl von L' als auch
—L'" erreichbar ist. Wir behandeln den ersten Fall, der zweite ist analog.

EsgeltealsoL »* L'und L =" =L". Aufgrund der Symmetrie im Graphen gilt dann auch
—L' - =Lund L' =" =L. Wir erhalten L =" L' - =L, ein Widerspruch zur Wahl von L im
Algorithmus.

« Die resultierende Belegung erfiillt F. Wenn L ein Literal ist, das auf 1 gesetzt ist, dann
gibt es kein von L aus erreichbares Literal, das auf 0 gesetzt ist. Alle im Graph kodierten
Implikationen sind also erfullt, damit werden alle Klauseln und auch Fzu 1 ausgewertet.

]

9.8 Beispiel
Wir setzen das obige Beispiel fort und konstruieren eine erfiillende Belegung wie im Beweis.
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ey o
)

Wir kdnnen das Lemma nun beweisen. Wie bereits gesagt beweisen wir, dass das Komple-
mentproblem in NL ist.

Beweis:
Der folgende Algorithmus I6st 25AT in NL.

Eingabe: 2CNF F
Ausgabe: true falls F unerfillbar

Konstruierte G¢.

for Variable x in F do
if GH#x#-x € PATH und G#-x#x € PATH then
‘ return true
end if

end for

return false

9.9 Lemma
2SAT is coNL-hart (bezuglich logspace-Reduktionen).

Beweis:
Wir reduzieren ACYCLICPATH auf 2SAT.

Sei G#s#t eine ACYCLICPATH Instanz. Wir konstruieren eine 2-CNF formal F wie folgt: Die
Variablen von F sind die Knoten des Graphen

Vars = {x | x ist Knoten von G}

100



9. coNL & der Satz von Immerman und Szelepcsényi

Fur jede Kante x - y des Graphen G flihren wir eine Klausel —x v y ein. Darlber hinaus fiigen
wir die Klauseln s und =t fir Quell- und Zielknoten ein.

Es gilt:
F erfillbar ist genau dann, wenn es keinen Pfad von s nach tin G gibt.

Die Beweis dieser Aussage sei der Leserin/dem Leser als Ubungsaufgabe (iberlassen.

Die Konstruktion der Formel lasst sich mit logarithmischem Platz realisieren. ]

B) Der Satz von Immerman und Szelepcsényi

Die Frageist nun,ob PATH, 2SAT, ... auch NL-vollstandig sind. In diesem Fall wiirde coNL = NL
gelten.

Die Frage war lange ungeklart (die Komplexitdtstheorie hat ihre Anfange 1965), aber man
glaubte, dass coNL # NL gelten wiirde. Uberraschenderweise konnten Neil Immerman (Pro-
fessor an der University of Massachusetts Amherst) und Robert Szelepcsényi (Student in Bra-
tislava in der Slovakei) unabhangig voneinander 1987 zeigen, dass Gleichheit gilt. Nicht nur
das Resultat war Giberraschend, sondern der Beweis flihrte auch eine neue Beweistechnik ein,
das induktive Zahlen. Sie wurden fiir ihr Resultat 1995 mit dem Godel-Preis ausgezeichnet.

9.10 Theorem: Immerman and Szelepcsényi, 1987
Fiir eine Platzschranke s mit s(n) = lognV¥n € N gilt

NSPACE(s) = coNSPACE(s) .

9.11 Korollar
NL = coNL.

Wir zeigen zundchst das folgende Theorem.

9.12 Theorem
PATH € NL.

Unter Verwendung des Theorems lasst sich der Satz von Immerman und Szelepcsényi zeigen:
Hierzu wenden wir das Theorem auf den Konfigurationsgraphen einer gegebenen Maschine
anwendet (siehe den Beweis von Theorem [B.T4). Eine nicht-determinische Maschine akzep-
tiert Eingabe x nicht, wenn es im Konfigurationsgraphen zu Eingabe x keinen Pfad von der
initialen zu einer akzeptierenden Konfiguration gibt.
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Es genugt also, Theorem zu beweisen. Wir missen fiir einen Graphen G und Knoten s, t
Uberpriifen, ob t nicht von s aus erreichbar ist.

Eine naive Idee ware, alle von s aus erreichbaren Knoten aufzuzahlen und zu tGberpriifen, dass
t sich nicht darunter befindet. Zu Uberpriifen, ob ein einzelner Knoten erreichbar ist, ist in NL
maoglich. Alle solchen Knoten zu speichern kostet allerdings mehr als logarithmisch viel Platz.

Der Beweis 16st dieses Problem indirekt, in dem er den Algorithmus in zwei Teile zerlegt.

1. Nehmen wir zunéachst an, die Anzahl N aller von s aus erreichbaren Knoten ware be-
kannt. (Diese Anzahl lasst sich mit logarithmischem Platz speichern.)

Wir zeigen, dass man unter diese Annahme mit Hilfe von Zahlen Uberprifen kann, ob
t nicht erreichbar ist (in NL)

2. Um diese Zahl N zu berechnen, verwenden wir induktives Zahlen: Wir berechnen die
Anzahl R(i) der in i-Schritten erreichbaren Knoten, unter der Annahme, dass wir R(i — 1)
kennen. Es gilt N = R(n), da jeder erreichbare Knoten durch einen einfachen Pfad er-

reicht werden kann.
Schritt 1: Nicht-Erreichbarkeit unter Verwendung von N
Wir gehen im folgenden davon aus, dass
N=|{veV|s->"v},
die Anzahl der von s aus erreichbaren Knoten bereits bekannt ist.

9.13 Algorithm: unreach

unreach(G,s,t)
1: count:=0
2: for Knoten vdo
3 Rate, ob v von s aus erreichbar ist
4 if Ja then
5 Rate einen Pfad von s nach vder Lange < n
6: if Falls das geratene kein giiltiger Pfad nach v ist then
7 ‘ return false // Erreichbarkeit oder Pfad falsch geraten
8 end if
9 if v = t then
10 ‘ return false // tist erreichbar
11: end if
12: count++ // Erreichbarer Knoten gefunden
13: end if
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14: end for

15: if count # N then

16: ‘ return false // fir mindestens einen Knoten falsch geraten
17: else

18: ‘ return true /[ immer richtig geraten und t wirklich unerreichbar
19: end if

9.14 Lemma

Sei N initialisiert mit der Anzahl der von s aus erreichbaren Knoten. Es gibt eine Berechnung
zum nicht-deterministischen Algorithmus, die unreach(G, s, t) true zuriick gibt, genau dann
wenn es keinen Pfad von s nach t gibt.

Beweis:
Der Algorithmus kann nur dann true zurtickgeben, wenn wir genau die erreichbaren Knoten
als erreichbar raten:

« Wenn wir einen unerreichbaren Knoten als erreichbar raten, schlagt die Verifikation
(Zeile 4 bzw. Zeile 7) fehl, egal welchen Pfad wir raten.

« Wenn wir zu wenige Knoten als erreichbar raten, schlagt die Uberpriifung der Anzahl
in Zeile 15 fehl.

Wenn t wirklich nicht erreichbar ist, dann gibt es eine Berechnung, namlich diese Berechnung,
die true zurtckgibt.

Angenommen es gibt eine Berechnung, die true zurtickgibt. Dann kann t nicht erreichbar
sein: Wir haben alle erreichbaren Knoten identifiziert, und t war nicht darunter, sonst hatten
wir in Zeile 9/10 false zurtickgegeben. ]

Schritt 2: Induktives Zdahlen

Wir wollen die Zahl
R(i) = #{v € V| vin < iSchritten von s aus erreichbar }

zu berechnen, und zwar induktiv, d.h. unter der Annahme, dass R(i — 1) bekannt ist.
Man beachte:

- Esqilt R(n) = N, da jeder erreichbare Knoten auch mit einem einfachen Pfad (der insbe-
sondere Lange < n hat) erreichbar ist.

« Esqilt R(0) = 1, da nur s selbst mit einem Pfad der Lange 0 erreichbar ist.

103



9. coNL & der Satz von Immerman und Szelepcsényi

- Jeder Knoten v, der in i Schritten erreichbar ist, ist Nachfolger eines Knotens u, der in
i — 1 Schritten erreichbar ist.

Unsere Idee ist also wie folgt: Wir zahlen alle Knoten v, die in hdchstens i Schritten erreichbar
sind, wie folgt: Firr jeden Kandidaten v gehen wir alle Knoten u durch, die in héchstens i — 1
Schritten erreichbar sind, und Gberprifen, ob u = v gilt oder ob v ein Nachfolger von u ist.

Das Problem hierbei ist, dass wir alle Knoten u nicht gleichzeitig speichern kdnnen. Wir ver-
wenden wieder die Idee aus dem ersten Schritt, um sicherzustellen, dass wir genau die Kno-
ten u, die in hochstens i — 1 Schritten erreichbar sind, auch als in < i — 1 Schritten erreichbar

raten.

Die folgende Grafik stellt diese Idee dar.

Der blaue Bereich stellt die Knoten dar, die von s aus in hochstens i — 1 Schritten erreichbar
sind. Nehmen wir an, dass der Algorithmus gerade tiberpriifen mochte, ob v erreichbar ist. Er
sucht dann nach einem Vorganger, der in i — 1 Schritten erreichbar ist. Wenn der Algorithmus
nun u,; betrachtet und den Pfad p korrekt rat, wird er feststellen, dass u; kein Vorganger von
v ist. Der Knoten u, ist auch in hochstens i — 1 Schritten erreichbar und hat eine Kante zu v.
Also ist vin i Schritten erreichbar, und der Algorithmus inkrementiert R(i).
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9.15 Algorithm: #reach

# reach(G,s)
R(0) =1 // Nur s selbst erreichbar in 0 Schritten.
fori=1,...,n do
R(i):=0 // Initialisierung

for alle Knoten vdo
// Wir wollen Uberpriifen, ob vin < i Schritten erreichbar ist.
// Wir finden alle Knoten u, die in < i — 1 Schritten erreichbar sind
// und Uberpriufen, ob v Nachfolger ist.
count:=0
for alle Knoten u do
Rate, ob u von s aus in < i — 1 Schritten erreichbar ist
if Ja then
Rate einen Pfad von s nach u der Lange < i — 1
if Falls das geratene kein giiltiger Pfad nach u ist then
‘ return false // Erreichbarkeit oder Pfad falsch geraten
end if
count + +
if u = voderu — vthen
R(i) + +
goto ndchste Iteration von v-Schleife
end if
end if
end for
if count # R(i — 1) then
‘ return false // Knoten falsch als unerreichbar geraten fiir ein u
end if
end for

end for
return R(n)

9.16 Lemma
#reach(G, s) berechnet fir jede Zahli € {0, .. ., n} korrekt R(i).

Beweis:
Beweis durch Induktion UGber i. Der Basisfall i = 0 ist klar.

Wie zuvor liefert die Berechnung nur dann nicht false, wenn in jedem Durchlauf genau die
erreichbaren Knoten u als erreichbar geraten werden. Im Durchlauf fiir Knoten v erhéhen wir
R(i) in so einer Berechnung genau dann um 1, genau dann, wenn v wirklich erreichbar ist.
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Genau dann gibt es namlich einen Vorganger von v, der in < i — 1 Schritten erreichbar ist.
O

Finaler Algorithmus

9.17 Algorithm: Algorithmus fiir PATH
nopath(G,s,t)

N = #reach(G,s)

return unreach(G,s,t)

9.18 Lemma
nopath(G,s,t) [6st PATH in NL.

Beweis:
Die Korrektheit ergibt sich direkt aus der Korrektheit von #reach und unreach.

Es bleibt zu begriinden, warum beide Algorithmen mit logarithmischem Platzverbrauch im-
plementiert werden kdnnen. Hierzu ist es zum einen wichtig, die Pfade ,on-the-fly” zu raten,
also immer nur einen Zahler fiir die Lange und beiden aktuellsten Knoten, aber nicht den ge-
samten Pfad, zu speichern. Zum anderen miissen wahrend der Berechnung von #reach nur
R(i — 1) und R(i) gespeichert werden, man kann also Speicherplatz wiederverwenden. [

9.19 Bemerkung
Im Theorem von Immerman & Szelepcsényi haben wir gefordert, dass s(n) = log n gilt. Wenn
dies nicht der Fall ist, haben wir nicht genug Platz fiir die Zahlvariablen, die im Algorithmus
bendtigt werden.
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10. P

Unser Ziel ist es, zu verstehen, welche Probleme in polynomieller Zeit gel6st werden konnen.
Wir beginnen mit der Klasse P. Diese enthalt alle Probleme, welche durch eine determinis-
tische Turing Maschine entschieden werden, die polynomielle Laufzeit hat. Ublicherweise
lassen sich Probleme in P als Auswertungen oder Uberpriifungen formulieren. Dies beinhal-
tet das Priifen der Korrektheit von Beweisen oder die Evaluation einer Funktionen an einem
bestimmten Wert. Konkret werden wir ein erstes P-vollstandiges Problem betrachten. Der
Beweis der Vollstandigkeit geht auf Ladner zurick.

Das Circuit Value Problem

Unser Ziel ist es, das Circuit Value Problem (CVP) zu definieren. Wir beginnen mit der Defini-
tion von Schaltkreisen (Circuits).

10.1 Definition
Ein Boolescher Schaltkreis (Circuit) ist ein Programm, das aus endlich vielen Zuweisungen
der folgenden Form besteht:

Pk=0 | 1 | P,VP} | P,/\Pj | _‘Pia

miti,j € Nundi,j<k.
Jedes P, darf dabei nur ein Mal definiert werden, also nur ein mal auf der linken Seite einer

Zuweisung stehen.

10.2 Beispiel
Ein einfacher Schaltkreis ist gegeben durch folgende Zuweisungen:

C: Py=0,
Py =1,
P, =Py Vv Py,
Ps = =Py,
P, =P3 AP,
Ps =P, Vv Py.

Wir kdnnen Schaltkreise als gerichtete Graphen auffassen. Dabei sind die P, welchen ein Wert
0 oder 1 zugewiesen wird die Inputsignale. Die anderen P, stellen Gatter dar, die bis zu zwei
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Inputs haben und diese mit -, v oder A kombinieren. Dies erinnert dann an Schaltkreise aus
der Elektrotechnik. Flir obiges Beispiel ergibt sich der folgende Graph:

®

Besonders ist hierbei, dass P, zwei Ausgange hat. Es kann also passieren, dass ein P; in meh-
reren P, mit k > i verwendet wird. Dies ist ein wichtiger Unterschied zu Booleschen Formeln.
Wenn wir Boolesche Formeln als Schaltkreise auffassen, darf jedes P;, das nicht auf den Wert
0 oder 1 gesetzt wird, in hdchstens einem P, mit k > j vorkommen. Der Schaltkreis entspricht

dann einem Baum.

Wenn wir beispielsweise die Formel F = ((av b)Ac) v (—~dAa) als Schaltkreis modellieren, inter-
pretieren wir die Variablen a, b, c und d als Zuweisungen mit festem Wert (obwohl wir diesen
noch nicht kennen). Die logischen Operationen kénnen dann einfach tibersetzt werden:

C: Py=a,
P, =b,
P, =c,
P; =d,
P, =Py V Py,
Ps = Py APy,
Ps = =Ps,
P; = Pg A Py,
Pg = Ps Vv P;.

Der zugehorige, baumartige Graph ist dann:
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Wir kdnnen also folgern, dass boolsche Formeln spezielle Schaltkreise sind. Dies wird besta-
tigt durch die Tatsache, dass die Auswertung von boolschen Formeln ein Problem in L ist. Die
Auswertung von allgemeinen Schaltkreisen (CVP) dagegen, ist ein Problem in P:

Circuit Value Problem (CVP)
Gegeben: Ein boolscher Schaltkreis C als Liste von Zuweisungen Py, . . ., P,.

Entscheide: Ist der Wert von P, gleich 17

10.3 Beispiel

Der Schaltkreis aus Beispiel lasst sich wie folgt auswerten: P, = 0, P; = 1 sind gegeben.
Nun wertet man der Reihe nach aus: P, = 1,P; = 0, P, = 0, Ps = 1. Intuitiv geht man also von
oben nach unten durch die Liste der Zuweisungen. Wenn man auf ein neues, unausgewerte-
tes P, trifft, holt man sich die Werte der P; miti < k, die in der Zuweisung von P, verwendet
werden. Da diese schon ausgewertet wurden, kann man P, auswerten. Diese Idee werden wir
im ersten Teils des folgenden Theorems verwenden, um zu zeigen, dass CVP in P liegt.

10.4 Theorem: Ladner 1975
CVP ist P-vollstéandig (bezuglich logspace-many-one-Reduktionen).

Wir teilen den Beweis des Theorems in zwei Schritte auf. Im ersten Schritt zeigen wir, dass
CVP in P liegt (,Membership”). Im zweiten Schritt, dass CVP auch P-schwer ist (,Hardness").
Die Schwierigkeit im zweiten Schritt liegt dabei in der Tatsache, dass es sich um das erste
P-schwere Problem handelt: Wir miissen also jedes Problem aus P auf CVP reduzieren.

10.5 Lemma
CVP liegtin P.

Beweis:

Wir konstruieren eine Turing-Maschine M, welche die Idee des obigen Algorithmus umsetzt.
Angenommen, M startet auf dem gegebenen Schaltkreis C. Wir nehmen an, dass die Zuwei-
sungen getrennt durch ein Zusatzsymbol # auf dem Band von M stehen:

S|P | # | Pr | # | P| #

Nun wertet M die P; von links nach rechts aus. Angenommen, wir haben Py, . . . , P; schon aus-
gewertet und wollen nun P;,; auswerten. Dann bewegt M seinen Kopf zu P;,,. P;,; besteht
aus zwei (oder einem) P;, P, mit j, e < i. Da P; und P, schon ausgewertet wurden, kann M sei-
nen Kopf nach links bewegen und die Werte abfragen. Danach setzt die Maschine die Werte
in P,.; ein und wertet aus. Insgesamt ergibt sich ein Zeitaufwand von O(nz). [
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10.6 Lemma
CVP ist P-schwer (bezliglich logspace-many-one-Reduktionen).

Beweis:
Wir reduzieren ein beliebiges Problem A aus P auf CVP. Das Problem A ist die Sprache einer
deterministischen Turing-Maschine M, die n‘-Zeit beschrankt ist. Hierbei ist ¢ eine Konstante.

Im Folgenden beschreiben wir die Idee des Beweises. Sei Q die Zustandsmenge von M, A das
Bandalphabet und & die Transitionsrelation. Ferner, sei x ein Input von M der Lange n. Eine
Berechnung von M auf x ist eine Folge von n° + 1 Konfigurationen. Jede dieser Konfiguratio-
nen belegt héchstens n° + 1 Zellen auf dem Band von M. Wir kénnen die Konfigurationen
also in eine Matrix der GréBe (n“ + 1) x (n“ + 1) schreiben.

Die i-te Zeile der Matrix beschreibt dann die i-te Konfiguration. Dies entspricht einem String
derLange n‘+1 iiber (AU(AxQ)). Man beachte, dass nur ein Eintrag pro Zeile in (Ax Q) liegen
darf. Dieser beschreibt die Kopfposition und den aktuellen Zustand. Die j-te Spalte der Matrix
beschreibt den Inhalt der j-ten Zelle von M in jeder Konfiguration. Ein Sprung von Zeile i zu
i + 1 entspricht dem Ausfiihren einer Transition.

Initiale

Konfiguration

$ a b | (ap b a . L |« Zeile i
8(p,a) = (q,b,R)

n“+1

S a b b || a | - | — |— Zeilei+1

Akzeptierende

($, dacc) = — = — = e =

Konfiguration

Man kann erkennen, dass sich der Bandinhalt pro ausgefiihrter Transition nur an wenigen
Stellen andert. Die Berechnung von Mist also in gewissem Sinne lokal. Diese Lokalitat erlaubt
es uns, die Matrix und damit die Berechnung von M als Schaltkreis zu kodieren.

Konstruktion: Wir werden zuerst die Variablen des Schaltkreises und deren Idee erlautern:
. PZ- ist 1, wenn in der i-ten Konfiguration, in Zelle j, das Symbol a steht.

. ij’ ist 1, wenn in der i-ten Konfiguration der Kopf von M auf Zelle j steht und M im
Zustand p ist.
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Wir erhalten diese Variablen fir0 <i,j < n“,a€ A, p € Q.

Wir beginnen mit der Kodierung der ersten Zeile der Matrix, der initialen Konfiguration. Wir
setzen Pgo = 1. Dies sichert uns, dass das Symbol $ zu Beginn ganz links auf dem Band von
M steht. Weiter setzen wir P3, = O fiir alle b € A \ {$}. Hiermit stellen wir sicher, dass an der
Stelle nur das $-Symbol steht und kein anderes Symbol.

Um die Eingabe x zu kodieren, setzen wirfirj =1, . .. ,n:ng. = Tund ng = 0,wobeib € A\{xj}.
Nun fehlen noch die ..-Symbole, die den Rest des Bandes von M fiillen. Dazu setzen wir fur
jEn+1,...,n%Py =1 undng =0,wobeibe A\ {_}.

Kodieren wir nun die Kopfposition und den initialen Zustand von M. Wir setzen Qgg =1,denn
der Kopf von M steht zunachst in Zelle 0 und M ist im initialen Zustand q,. Weiter setzen wir
Qj, = 0firg € Q\ {go} und ng =0firj=1,...,n% g € Q. Den letzten Schritt benétigen wir,
um die Kopfposition eindeutig zu halten.

Als nachstes kodieren wir die Transitionen von Konfiguration (Zeile) i nach i + 1. Auf Grund
der vorher angesprochenen Lokalitat, wird jede Zuweisung einer Variable nur konstant viele
andere Variablen enthalten. Wir beginnen mit dem Bandinhalt. Dieser kann sich in Zelle j
andern, wenn der Kopf von M in Konfiguration i auf Zelle j stand und das passende Symbol
fur eine Transition gelesen hat. Dann schreibt M in Zelle j. Falls der Kopf nicht in Zelle j stand,
bleibt der Bandinhalt in Zelle j derselbe. Zusammengefasst ergibt sich:

B\ (@aR)v (pg.A /\ﬁog.).

8(p,a)=(q,b,d) peQ

M schreibt in Zellej. Kopf steht nicht in Zelle j.

Den Zustand von M kdnnen wir anhand der Transition andern. Fir die Kopfposition ergibt
sich Folgendes: Der Kopf steht in Konfiguration i + 1 in Zelle j, wenn er in Konfiguration i in
Zelle j — 1 stand und M ihn nach rechts bewegt hat, oder wenn er in Konfiguration i in Zelle
j+ 1stand und M ihn nach links bewegt hat.

Qi = \/ (ij_1/\Pff,-_1)v \/ (QZHAPZJH)'

\6(p,a)=(q,b,R) ) 6(p,a)=(q,b,L)

\

M bewegt den Kopf nach rechts. M bewegt den Kopf nach links.

Man beachte, dass man Zelle 0 nur von rechts erreichen kann, also nur durch Kopfbewegung
nach links, und Zelle n® nur von links, also nur durch Kopfbewegung nach rechts. Die entspre-
chenden Zuweisungen andern sich dann geringfiigig.

Wir kénnen annehmen, dass Konfiguration n“ folgende Form hat: Ganz links steht das Symbol
$. Rechts davon ist das Band mit _.-Symbolen aufgefiillt. Die Konfiguration ist akzeptierend,
wenn M im Zustand g, ist. Andernfalls ist M im Zustand q,,; und die Konfiguration ist ab-
weisend. Demnach ergibt sich: M akzeptiert x genau dann, wenn ngo = 1. Dies ist die letzte
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Zuweisung im Schaltkreis. Daher akzeptiert x genau dann, wenn der Schaltkreis, der tiber die
P; und QZ definiert wurde, eine positive CVP-Instanz ist.

Diesen Schaltkreis kann man in logarithmischem Platz konstruieren, es handelt sich hierbei

also um eine logspace-Reduktion. ]

In der Definition von Circuits haben wir in den Zuweisungen an Variablen P, nur bindre Kon-
junktionen und Disjunktionen erlaubt. Im Beweis haben wir komplexere Formeln als rechte
Seite von Zuweisungen verwendet. Durch das Einflihren von Hilfsvariablen lassen sich diese
erweiterten Zuweisungen in die initial geforderte Form bringen.
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11. NP

Betrachten wir nun die Klasse NP. Wir wollen verstehen, welche Probleme in Polynomialzeit
durch nicht deterministische Turing-Maschinen gel6st werden kdnnen. Wie oben schon be-
schrieben, haben typische Problem in P die Aufgabe einen gegebenen Beweis zu priifen.
Durch die Hinzunahme des Nicht-Determinismus ist es dann die Aufgabe der Probleme in
NP, Beweise zu finden. Intuitiv kdnnen solche Probleme in zwei Schritten geldst werden: (1)
ein Beweis wird nicht-deterministisch geraten, (2) der geratene Beweis wird Uberpruft. Wir
werden sehen, dass sich diese Intuition mit Hilfe von Zertifikaten formulieren lasst und ei-
ne alternative Charakterisierung der Klasse NP ergibt. Wir beginnen jedoch mit einem NP-
vollstandigen Problem, welches auf Cook und Levin zuriickgeht.

A) NP-vollstandige Probleme

Wir werden zunachst zeigen, dass SAT NP-vollstandig ist. Bevor wir aber mit dem Beweis be-
ginnen, brauchen wir folgendes Hilfsmittel:

11.1 Definition
Ein boolscher Schaltkreis mit variablem Input ist ein boolscher Schaltkreis, in welchem wir
die zusatzliche Zuweisung

’Dk :=?

erlauben. Diese gibt an, dass wir den Wert fiir P, nicht kennen, er kann also 0 oder 1 sein.

Sei C ein Schaltkreis mit variablen Inputs P;,... P, und y;,...,y, € {0, 1}. Wir schreiben
Cly,, ...,y fur den Schaltkreis, den wir erhalten, wenn wir anstatt der Zuweisung P; =7 die
Zuweisung P; = y; furi = 1,..., k einsetzen. Weiter schreiben wir C(y;,...,y) = 1, falls der
Schaltkreis C(ys, . . ., y«) eine positive CVP-Instanz ist.

Wir haben schon festgestellt, dass das Auswerten von boolschen Formeln effizienter ist (L)
als das Auswerten von Schaltkreisen (P). Das Testen der Erfillbarkeit hat jedoch fir beide
Modelle dieselbe Komplexitat.

11.2 Bemerkung

Sei C ein Schaltkreis mit Zuweisungen P,, . .., P, und variablen Inputs P,, . . . , P,. Wir konstru-
ieren eine boolsche Formel F- wie folgt: Fiir jede Zuweisung P; erhalten wir eine Variable x;.
Wenn P; eine Zuweisung der Form P; = E ist, wobei E #7, fligen wir eine Klausel x; & E zu F
hinzu. Um den Ausdruck E in der Formel F- zu verwenden, ersetzen wir in E alle P; durch die
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entsprechenden Variablen x;. Fur die letzte Zuweisung P, hangen wir dann noch die Variable
X, mit einer Konjunktion an:

FC=Xk/\ /\ (XI-(—)E).

P=E,E%?
Nun gilt, dass F. erflllbar ist, genau dann, wenn es y,,...,y, € {0,1} gibt, sodass
C(Y1a---7)’k)= 1.

11.3 Beispiel

Verwendet man die obige Konstruktion firr folgenden Schaltkreis C:

Py =?

P, =?

P, =Py VP,
Py = P,

P, =Py APs,

ergibt sich die Formel Fr = (x, © xo VX;) A (X3 © =Xx;) A (X4 © X5 AX3) A X, Erflllende Inputs
Py, = 1 und P, = 0 fiir C lassen sich nun zu einer erflllenden Belegung von F. erweitern: Die
Variablen x, und x; werden wie die Zuweisungen P, und P; auf 1 und 0 gesetzt. Der Wert der
verbleibenden Variablen kann dann errechnet werden: x, - 1,x3 = 1,x, = 1.

11.4 Theorem: Cook 1971, Levin 1973
SAT ist NP-vollstandig.

Wie flir das CVP, teilen wir auch hier den Beweis in zwei Schritte auf. Der erste Schritt, Mem-
bership in NP, ist dabei schnell einzusehen: Ein Algorithmus fiir SAT rat zu einer gegebenen
Formel F eine Belegung und priift nach, ob diese erfillend ist. Dazu muss man die geratene
Belegung nur in die Formel einsetzen und diese auswerten. Dieses Verfahren lauft in Polyno-
mialzeit, daher gilt SAT € NP.

Im zweiten Schritt zeigen wir, dass SAT NP-schwer ist.

11.5 Lemma
SAT ist NP-schwer.

Beweis:

Sei A ein Problem aus NP. Dann gibt es eine nicht-deterministische Turing-Maschine M mit
A = L(M), die n°-Zeit beschrankt ist. Wir konne annehmen, dass sich M wahrend einer Be-
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Abbildung 1: Der binare Berechnungsbaum von M auf Input x. Der rot markierte Pfad wird
durch den String y = 011 beschrieben.

rechnung immer hochstens zwischen zwei Transitionen entscheiden muss (bindr verzweigt).
Andernfalls kénnten wir dies mit polynomieller Mehrzeit immer erzwingen.

Sei x nun ein Input von M. Eine Berechnung von M auf x ist ein Pfad im bindren Berechnungs-
baum. Solch ein Pfad wird durch einen String y € {0, 1}" beschrieben. Dabei steht die i-te
Stelle y; fir die Wahl der Transition in Schritt i. Fiir ein Beispiel, sieche Abbildung i].

Sei M' nun die deterministische Turing-Maschine, die als Input x#y mit |y| = n° erwartet
und M auf x simuliert. Jede nicht-deterministische Entscheidung von M wird dann durch y
aufgeldst: M' wahlt in der Simulation von M in Schritt i die y;-te Transition aus. Es gilt daher: M
akzeptiert x genau dann, wenn es ein y € {0, 1}”C gibt, sodass M' die Eingabe x#y akzeptiert.

Da M' deterministisch ist, kbnnen wir nun, wie im Satz von Ladner (Theorem [10.4), einen
Schaltkreis C konstruieren. Dieser modelliert die Berechnung von M' auf x#y. Es gilt dann:
M' akzeptiert x#y genau dann, wenn C eine positive CVP-Instanz ist. Seien P,, ..., P, die
Zuweisungen, welche y modellieren. Wenn wir diese unbestimmt machen, also durch die
Zuweisungen P, =7, ..., P, =7 ersetzen, erhalten wir einen neuen Schaltkreis C'. Fiir diesen
gilt dann: M akzeptiert x genau dann, wenn es ein y € {0, 1}”c gibt, sodass C(y1,...,¥nx) = 1.

Nun Ubersetzen wir den Schaltkreis C in die Formel F, wie in Bemerkung[TT.2. Mit der Formel
erhalten wir dann folgende Aquivalenz: M akzeptiert x genau dann, wenn F erfiillbar ist.
Also haben wir ein beliebiges Problem A in NP auf die Erfillbarkeit einer boolschen Formel
zurlickgefiihrt. ]

Betrachten wir nun ein Problem aus der Welt der Graphen: Wir suchen nach einem hamilton-
schen Kreis, einem Kreis, der alle Knoten eines Graphen genau ein mal besucht. Wir werden
zeigen, dass auch dieses Problem NP-vollstandig ist. Dazu verwenden wir eine Reduktion von
SAT. Widmen wir uns aber zundchst den benétigten Definitionen:

11.6 Definition
Sei G = (V, E) ein gerichteter Graph mit |V| = n. Ein hamiltonscher Kreis in G ist ein Pfad

115



11. NP

Vis - -+, Vi, sodass v, # v, flrj # k und es gibt eine Kante von v; nach v; . In anderen Worten:

IR

Es handelt sich um einen Kreis, welcher jeden Knoten genau ein mal besucht.

11.7 Beispiel
Der folgende Graph hat den hamiltonschen Kreis: vy, vs, vs, v4, V5.

Vs

V2

Vi Vs

Die Frage, ob es zu einem gegebenen Graphen einen hamiltonschen Kreis gibt, formulieren

wir im folgenden Problem:

Hamiltonian Cycle

Gegeben:  Ein gerichteter Graph G = (V, E).
Entscheide: Gibt es einen hamiltonschen Kreis in G?

11.8 Theorem
Hamiltonian Cycle ist NP-vollstandig.

Der Beweis gliedert sich wieder in zwei Schritte. Wie bei SAT kann man auch hier die Zugeho-
rigkeit zu NP schnell einsehen: Sei G = (V, E) der gegebene Graph. Eine nicht-deterministische
Turing-Maschine fiir Hamiltonian Cycle rat ein Folge v,, . . ., v, von Knoten in V und schreibt
diese auf das Band. Nun wird verifiziert, dass es sich dabei um einen hamiltonschen Kreis han-
delt: Zuerst wird getestet, ob alle Knoten vorkommen, also ob je zwei der geratenen Knoten
verschieden sind. Dies kann in O(nz) ermittelt werden. Dann wird getestet, ob es von v; nach
Vier, miti = 1,...,n—1undvon v, nach v; je eine Kante gibt. Ist dies erfillt, akzeptiert die
Turing-Maschine. Falls nicht, weist sie ab. Die Maschine lauft in (’)(nz) Zeit.

11.9 Lemma
Hamiltonian Cycle ist NP-schwer.

Beweis:
Wir reduzieren SAT auf Hamiltonian Cycle. Sei dazu F eine SAT-Instanz, also eine Formel in
CNF. Seien (4, ..., C,, die Klauseln von Fund xi, . . ., x, die Variablen. Die Formel F hat dann

dieFormF=C A---AC,,.
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Schritt 1: Fur jede Variable x; konstruieren wir einen Graphen G;, welcher die Belegung der
Variable simuliert. Sei dazu m; die Anzahl der Klauseln, die x; oder —x; enthalten. Der Graph
G, hat 2m; + 2 Knoten, die wie folgt miteinander verbunden sind:

Die Belegung von x; wird durch einen Durchlauf durch G; simuliert: Ein Durchlauf von rechts
nach links entspricht der Belegung true, ein Durchlauf von links nach rechts entspricht der
Belegung false.

Schritt 2: Da man fuir die Erfullbarkeit von F alle Klauseln von F erflillen muss, werden wir
die Klauseln nun in die Graphen G; einbauen. Sei C; eine Klausel, die x; enthdlt. Dann fligen
wir einen neuen Knoten in G; ein. Das Durchlaufen durch diesen Knoten in einem Pfad soll
bedeuten, dass wir die Klausel mit der aktuellen Belegung der Variablen x; erfiillen. Also ver-
binden wir den Knoten so mit G;, dass er nur in einem Durchlauf von rechts nach links (true)
besucht werden kann. Diese Kanten werden wir im Folgenden rot markieren, um sie von den

vorherigen Kanten unterscheiden zu kénnen.

Sei nun C, eine Klausel, welche —x; enthalt. Auch hier fligen wir einen neuen Knoten ein und
verbinden diesen so mit G;, dass er nur durch einen Durchlauf von links nach rechts (false)
besucht werden kann:

Da jede Klausel, die x; oder —x; beinhaltet mit dem Graphen an zwei Knoten verbunden wird
und wir spater zusatzlich zwei Knoten an den Randern brauchen, bendtigen wir die oben
erwahnten 2m; + 2 Knoten.
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Schritt 3: Nun setzen wir alle Graphen G; zusammen. Das heil3t wir konstruieren einen Gra-
phen G, der aus allen G; besteht. Dabei werden die Knoten, welche fiir die Klauseln eingefiihrt
wurden aber nur ein mal fir alle Graphen G; eingefiihrt und wie oben verbunden. Ein Klau-
selknoten hat dann eine Verbindung zu mehreren G;, namlich genau zu jenen, sodass x; als
positives oder negatives Literal in der Klausel vorkommt.

Zudem flhren wir Verbindungen von G; zu G;,; flri = 1, ..., k— 1 ein. Diese ermdglichen es,
nach einem Durchlauf durch G; in beliebiger Richtung, den Durchlauf durch G, in beliebiger
Richtung fortzufiihren. Intuitiv entspricht dies der Wahl der Belegung von x; und x;, ;. Sobald
man x; auf true oder false gesetzt hat, setzt man x;,; auf true oder false. Die Belegung von x;,,
ist nicht von x; abhangig.

C1

Als letzten Teil der Konstruktion fligen wir einen Initialknoten s und einen Finalknoten t ein
und eine Kante (t, s), um einen Kreis zu schlieBen. Intuitiv beginnt ein hamiltonscher Kreis in
Gdanninsundendetin t.
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Nehmen wir nun an, dass G einen hamiltonschen Kreis hat. Also ist es mdglich, durch alle
Knoten, auch die Knoten fir die Klausen zu laufen. Dies entspricht dann einer erflllenden
Belegung von F. Analog kann jede erfiillende Belegung von F in einen hamiltonschen Kreis
von G Ubersetzt werden. O

B) Zertifikate

Viele Probleme aus NP kénnen mit einem nicht-deterministischen Algorithmus gel6st wer-
den, der zundchst eine ,Losung” rat und danach deterministisch Gberprift, dass richtig ge-
raten wurde. Anders ausgedriickt ist das Verifizieren von Ja-Instanzen leicht, wenn ein poly-
nomiell gro3es Zertifikat gegeben ist, mit dessen die Antwort Uberpriift werden kann. Bei-
spielsweise ist beim SAT-Problem das Zertifikat eine erflllende aussagenlogische Belegung.

Wir wollen nun sehen, dass sich in der Tat jedes Problem aus NP auf diese Art und Weise |6sen
lasst. Intuitiv gesprochen zeigen wir, dass man jedes Problem aus NP mit einem Algorithmus
|6sen kann, der zunachst ein Zertifikat rat, danach aber (unter Verwendung des geratenen
Zertifikats) deterministisch weiter rechnet. Im Gegensatz dazu kénnen theoretisch bei den
bisher betrachteten Algorithmen sich nicht-deterministische und deterministische Phasen
der Berechnung beliebig abwechseln.

Wir beginnen zundchst damit, das Konzept der Zertifikate zu formalisieren.

11.10 Definition
Ein Verifizierer ist eine deterministische, totale Turing-Maschine V mit zwei Eingabebandern,
einem Uber Alphabet X und einem zweiten Zertifikatsband tber {0, 1}.

Die Sprache von V ist die Menge aller Worter x € ™, so dass es ein Zertifikat y € {0, 1} gibt,
so dass V die Eingabe (x, y) akzeptiert (d.h. V akzeptiert, wenn initial das erste Eingabeband
x und das zweite Eingabeband y beinhaltet),

L(V)={xez" |3y € {0,1}":V akzeptiert (x,y)} .

Wir nennen ein solches V auch einen Verifizierer fur ).

Im folgenden sind wir in Polynomialzeit-Verifizierer interessiert. Im Gegensatz zu normalen
Verifizierern ist hier ein Wort x nur in der Sprache, wenn es ein polynomiell langes Zertifikat
y gibt, also y mit |y| € O(|x|k), wobei die Konstante k von x unabhdngig ist. Desweiteren
verlangen wir, dass V auf einer Eingabe x und einem polynomiell grof3en Zertifikat auch in
polynomieller Zeit halt.
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11.11 Theorem
Die Klasse NP sind genau die Probleme, die von Polynomialzeit-Verifizierern erzeugt werden:
Es gilt £ € NP genau dann, wenn es einen Polynomialzeit-Verifizierer V mit £(V) = L gibt.

Bevor wir den Satz zeigen, mochten wir zunachst einiger Anwendung des Resultats sehen.
Wie bereits oben angesprochen kann man bei SAT eine erfiillende Belegung, welche fiir Ja-
Instanzen existieren muss, als Zertifikat verwenden.

11.12 Beispiel

Independent Set

Gegeben:  Ein gerichteter Graph G = (V, E) und eine k
Entscheide: Gibtesin G ein Independent Set der GroRe k?

Hierbei ist ein Independent Set der GroRe k eine Menge V' € V aus k Knoten, so dass es keine
Kante zwischen zwei Knoten aus V' gibt.

Im folgenden Graphen bilden die rot markierten Knoten ein Independent Set der GréRe 2.

N\

Ein Polynomialzeit-Verifizierer fir Independent Set Gberpriift, ob auf dem Zertifikatsband
(die Kodierung von) k Knoten steht, so dass es zwischen diesen Knoten keine Kanten gibt.
Das Zertifikat ist also das Independent Set selbst. Mit Hilfe von Theorem ist also ge-
zeigt, dass Independent Set in NP liegt.

11.13 Beispiel

Subset Sum

Gegeben:  Ein Menge von Zahlen N = {n,,...,n,} und eine Zahl S

Entscheide: Gibt es eine Teilmenge N’ € N, so dass die Summe der Zahlen in N’ die Zahl|S
ergibt, S=) . n?

Ein Polynomialzeit-Verifizierer fiir Subset Sum Uberpriift, ob auf dem Zertifikatsband (die Ko-
dierung von) Zahlen steht, die in der urspriinglichen Menge enthalten sind, berechnet ihre
Summe und vergleicht das Ergebniss mit der gegebenen Zahl S. Das Zertifikat ist also die
gesuchte Teilmenge. Mit Hilfe von Theorem ist also gezeigt, dass Subset Sum in NP
liegt.
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11.14 Bemerkung
Tatsachlich sind beide Probleme, Independent Set und Subset Sum, sogar NP-vollstandig.

Beweis von Theorem T 1.T1:

Wir missen zeigen, wie sich eine polynomiell zeitbeschrankte NTM in einen Polynomialzeit-
Verifizierer umwandeln lasst und umgekehrt.

Nehmen wir zunachst an, dass ein Polynomialzeit-Verifizierer ) gegeben ist. Wir konstruieren
eine NTM M, die sich auf Eingabe x wie folgt verhalt:

1. Rate auf einem Arbeitsband das Zertifikat y mit |y| € (’)(lxlk). Hierbei ist k die Konstante
fur V.

2. Simuliere V auf (x, y).
Es ist leicht einzusehen, dass M nur polynomiell viel Zeit braucht und £(M) = L(V) gilt.

Fur die andere Richtung nehmen wir an, dass eine NTM M gegeben ist, die hochstens poly-
nomiell viel Zeit braucht. Wir konnen ohne Beschrankung der Allgemeinheit annehmen, dass
es in jedem Schritt héchstens zwei mégliche Transitionen gibt. (Ahnliche Annahmen haben
wir bereits in anderen Beweisen verwendet und begriindet.)

Wir wissen aullerdem, dass es eine Konstante k gibt, so dass jede Berechnung von M zu
einer Eingabe x in hochstens (’)(|x|k) Schritten halt. Wir konstruieren einen Polynomialzeit-
Verifizierer V, der sich auf Eingabe x wie folgt verhalt:

1. Lese in Schritt i den Wert y; € {0, 1}, d.h. den i-ten Eintrag des Zertifikatsbands.
2. Falls dieser Eintrag nicht existiert, weise ab.

3. Ansonsten simuliere M auf der aktuellen Konfiguration und verwende y; um den Nicht-
determinismus aufzuldsen: Falls y; = 0, wahle die erste Transition, falls y; = 1 die zweite.

4. Wenn das Ergebnis eine akzeptierende oder abweisende Konfiguration ist, akzeptiere

oder weise ab.

Da V hochstens einen Schritt von M pro Eintrag auf dem Zertifikatsband simuliert und wir
nur polynomiell lange Zertifikate betrachten, ist klar, dass ¥V hochstens polynomiell lange
lauft. Wir argumentieren, dass £(M) = L(V) qgilt:

- Wenn x € L(M) gilt, dann gibt es eine akzeptierende Berechnung zu x polynomielle
Lange. Wenn wir die Wahlen von Transitionen, die entlang dieser Berechnung getroffen
werden, zu einer Sequenz y kodieren und als Zertifikat verwenden, wird V, gestartet auf
(x,y), genau diese Berechnung von M simulieren und akzeptieren. Es gilt also x € L(V).
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- Wenn x € L(V)gilt, dann gibt es ein polynomiell langes Zertifikat y, so dass V, gestartet
auf (x, y), akzeptiert. GemaR der Konstruktion simuliert V allerdings M, wobei y zum
Auflosen des Nichtdeterminismus verwendet wird. Wenn V akzeptiert, bedeutet dies
insbesondere, dass es eine akzeptierende Berechnung von M zu Eingabe x gibt; damit
giltx € L(M).
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13. Der Satz von Savitch

Das wichtigste offene Problem der Theoretischen Informatik ist P a NP, oder Allgemei-
ner formuliert, die Beziehung zwischen deterministischen und nicht-deterministischen Zeit-
komplexitétsklassen. Ahnliche Fragen stellen sich auch fiir die Platzkomplexititsklassen
2.B.PSPACE = NPSPACE. Diese wurden jedoch bereits 1970 von Walter Savitch gel6st: Gleich-
heit gilt. In diesem Kapitel méchten wir den Beweis seines Satzes nachvollziehen.

13.1 Theorem: Satz von Savitch, 1970
Sei s:N — N eine Platzschranke mit s(n) = log n fiir alle n. Es gilt

NSPACE(s) < DSPACE(s”) .

Eine nicht-deterministische Maschine lasst sich also so determinisieren, dass sich der Platz-
verbrauch lediglich quadriert (insbesondere also nur polynomiell erh6ht).

13.2 Korollar
Es qgilt
PSPACE = NPSPACE und EXPSPACE = NEXPSPACE .

Das Korollar folgt aus dem Satz von Savitch, da PSPACE und EXPSPACE unter
Quadrierung abgeschlossen sind. Als weitere Folgerung erhalten wir auch, dass
coNPSPACE = coPSPACE = PSPACE gilt.

13.3 Bemerkung

Der Satz von Savitch zeigt nicht, dass L = NL qilt, dieses Problem ist nach wie vor of-
fen. Ein Problem aus NL hat einen nicht-deterministischen Entscheider mit Platzverbrauch
s € O(log n). Der Satz von Savitch liefert uns einen deterministischen Entscheider mit Platz-
verbrauch s* € (’)((Iog n)z). Es gilt jedoch nicht zwangsweise s> € O(log n).

Um den Satz zu Beweisen werden wir erneut verwenden, dass sich das Akzeptanzproblem fir
Turing-Maschinen als Pfadproblem im Konfigurationsgraphen auffassen lasst (vergleiche mit
dem Beweis von Theorem und Teilkapitel §B)). Wir werden zeigen, wie sich das Pfadpro-
blem PATH fiir Graphen mit n Knoten deterministisch mit Platzverbrauch (log n)2 |6sen lasst.

O(s(n

Wenn wir dies auf den Konfigurationsgraphen mit 2 ) vielen Knoten anwenden, erhalten

wir eine deterministische Losung mit Platzverbrauch s(n)’.

Die Idee hierzuist die Folgende: Wenn es einen Pfad von Knoten s zu Knoten t gibt, dann gibt
es auch einen einfachen Pfad, und damitinsbesondere einen Pfad, der hchstens Lange n hat.
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Um diese Existenz zu iberpriifen, suchen wir nach einem Zwischenknoten v und tiberpriifen
rekursiv

1. ob es einen Pfad von s nach v mit Lange hochstens g gibt, und
2. ob es einen Pfad von v nach t mit Lange hochstens g gibt.

Dabei ist vorteilhaft, dass wir bei Schritt 2. den Platz, den wir fur Schritt 1. verwendet haben,
wiederverwenden konnen. Da wir die Zwischenkonfiguration v nicht kennen, miissen wir
Uber alle moglichen Konfiguration iterieren.

Die folgende Abbildung illustriert die Prozedur.

Pfad der Lange < n

Vo

N
NS
/A

)

N IS

Um Schritt 1. und Schritt 2. umzusetzen, rufen wir die Prozedur rekursiv auf.

13.4 Algorithm: savitch(G, s, t, k)

Eingabe: Graph G, Startknoten s, Zielknoten t, Schranke k € N

Ausgabe: true genau dann, wenn es in G einen Pfad von s nach t der Lange < k gibt
. if k = 0 then

: ‘ return (s = t)

: end if

: if k= 1then

—_

2

3

4

5: ‘ return (s - t)

6: end if

7: if k> 1then

8 for v Knoten von G do

9 if savitch(G, s, v, [g]) und savitch(G, v, t, [%J) then
0 ‘ return true

11: end if
12: end for

13: return false
14: end if
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Wir haben bereits argumentiert, dass der Algorithmus tatsachlich das Pfadproblem 16st. Wir
untersuchen nun noch den Platzverbrauch. Wir kdnnen den Algorithmus so implementie-
ren, dass er einen Stack als Speicher nutzt. Der oberste Eintrag des Stacks speichert dabei
die Parameter der aktuellen Prozedurinstanz, also s, t,v und k. Wenn wir annehmen, dass
s,t,v € {1,...,n}und k < n gilt, dann bendtigen wir fiir einen solchen Stackeintrag hochs-
tens 4 - log n viel Platz. Die Tiefe der Rekursion ist hochstens log n, da wir k in jedem Schritt
halbieren und damit nach maximal log k Schritten in einem der Basisfdlle ankommen. Insge-

samt bendtigt unser Algorithmus also

(4-logn) - (logn) € O((Iog n)z)
——— | —
pro Stackeintrag Stackhohe

viel Platz.
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