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Syntax der Aussagenlogik
Definition 1.1 (Syntax)
Betrachte die Menge ¥ = VU O U K mit

V = {p1, p2,...} einer abzdhlbaren Menge von Aussagevariablen
O ={-/1,N/2,V/2,— [2,4> [2} Verkniipfungen/Junktoren

mit Stelligkeiten
K ={(,)}Klammern.

Die Menge der Formeln der Aussagenlogik F C ¥* ist induktiv definiert:
© V C F Menge der atomaren Aussagen
Q Falls A, B € F dann (—A),(AAB),(AV B),(A— B),(A«+ B) € F.

Induktive Definition nutzen implizit den Hiillenoperator:
F ist die kleinste Menge, die V enthalt und 2. erfiillt.

Dieser Zusatz wird oft weggelassen.
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Vereinbarungen: Abkiirzungen und Prioritaten

(]

Beispiele fiir aussagenlogische Formeln sind

p1, p1ot, (((p1 = p2) A (—=p2)) = (—p1)), (Pr V (—p1))

AuBere Klammern weglassen.

@ Prioritaten: = vor A vor V vor — vor <.
@ Beispiele:
AANB — C steht fir ((AAB)— C)
AV BAC stehtfir (AV(BACQ))
AV BA C steht fir ((-A)V (BA Q)).
@ Im Zweifel: Klammern setzen.
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Semantik

Definition 1.2 (Bewertung)

Eine Bewertung der aussagenlogischen Formeln ist eine Funktion
¢ : F—B:={0,1}, so dass Folgendes gilt

p(=A) = 1—p(A)
p(AV B) = max(p(A), ¢(B))
©(ANB) = min(p(A), o(B))
(A B) = {o falls (A) = 1 und (B) =0

1 sonst
{0 falls p(A) # (B)

p(Ae B) = 1 falls (A) = p(B)

Beispiel: Tafel.
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Belegungen und Bewertungen (Fort.)

@ Sprechweise: A ist falsch unter ¢, falls p(A) =0
Aist wahr unter o oder ¢ erfiillt A, falls p(A) = 1.

@ Darstellung von Bewertungen durch Wahrheitstafeln:

A|B|AVB|AANB|A—=B|A-B

Al -A 0
1 0 0
0 1 1

1
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Belegungen und Bewertungen (Fort.)

@ Eine Belegung der Variablen V ist eine Funktion ¢ : V — B.

@ Jede Bewertung ¢ induziert eine eindeutige Belegung v, insofern,
als die Bewertung und die Belegung auf V libereinstimmen

Definition: ¢, (p;) := ©(pi).

Lemma 1.3

Jede Belegung 1) : V. — B lasst sich auf genau eine Weise zu einer
Bewertung ¢y, : F — B fortsetzen insofern, als die Belegung und die
Bewertung auf V' iibereinstimmen.

Beweis: Tafel.

Folgerung 1.4

Jede Bewertung wird durch die Werte auf V' eindeutig festgelegt.

Beweis: Tafel.
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Belegungen und Bewertungen (Fort.)

Folgerung 1.5

Die Bewertung einer Formel A € F hangt nur von den Werten
der in ihr vorkommenden Aussagevariablen aus V ab.

Will man also ©(A) berechnen, geniigt es, die Werte p(p) zu kennen
fiir alle Aussagevariablen p, die in A vorkommen.

@ Beispiel: Sei p(p) =1,¢(q) =1,¢(r) = 0. Dann kann ¢(A) iterativ
berechnet werden:

A= — - r )= A —_r
((119 (il ~0,)) ((119 i’) \0,))
~—— ~——

0 1
0 0

Also gilt ¢(A) = 1.
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Belegungen und Bewertungen (Fort.)

Welche Werte nimmt ¢(A) an, wenn ¢ alle Belegungen durchlauft?

A definiert eine Boolesche Funktion f4 : BY — B.

@ Ist etwa ¢(A) =1 fiir alle Belegungen ¢?

@ Es geniigt, die endlich vielen Belegungen der Variablen, die in A
vorkommen, zu priifen.

@ Kommen n Variablen in A vor, so gibt es 2" verschiedene Belegungen.

@ Beispiel: Fiir die drei Variablen p, g und r aus A im obigen Beispiel
gibt es 8 Belegungen, die betrachtet werden miissen.
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Belegungen und Bewertungen (Fort.)

plalr|lg=r|pPAglp—=(q=r)|(pPAg)—=r | A
0l0]0 1 0 1 1 1
0lo|1 1 0 1 1 1
ol1]0 0 0 1 1 1
01]1 1 0 1 1 1
1/0]o0 1 0 1 1 1
101 1 0 1 1 1
1110 0 1 0 0 1
111 1 1 1 1 1

A ist wahr unabhangig von den Werten von p, q, r,
also fiir jede Bewertung ¢.

Weitere solche Formeln sind:
(A= (B—A), (A= (B—C))— ((A— B)— (A— C)) oder
((FA— =B) — (B = A)).
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Wichtige Begriffe

Definition 1.6

SeiAc F, X CF.

1.(a) A heiBt Tautologie oder allgemeingiiltig, falls p(A) =1
fir alle Bewertungen ¢ gilt. Schreibweise = A.
b) Aist erfiillbar, falls es eine Bewertung ¢ gibt, mit ¢(A) = 1.

(
(c) Aist widerspruchsvoll, falls ¢(A) = 0 fiir alle Bewertungen .
(
(

d) TAUT :={Ae€ F | Aist Tautologie} Menge der Tautologien.

e) SAT :={Ae€ F | Aist erfiillbar} Menge der erfiillbaren Formeln.
Beachte TAUT C SAT.
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Definition (Fort.)

2.(a) Bewertung ¢ erfiillt 2, falls p(A) =1 fur alle A€ X.
Menge ¥ ist erfiillbar, falls es eine Bewertung ¢ gibt, die ¥ erfiillt.

(b) Semantischer Folgerungsbegriff: A ist logische Folgerung aus ¥, falls
©(A) =1 fiir jede Bewertung ¢, die X erfiillt.

Man schreibt > = A. Auch A;, ..., An = A falls X = {Ag, ..., A}

(c) Die Menge Folg(X) der Folgerungen aus X ist definiert durch:

Folg(X):={AeF | XA}
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Beispiele

Beispiel 1.7
O (pv(-p). ((p=aq)Vv(g—r)). p—(a—p) (p—p) (p=—p)
und A aus Folgerung 1.5 sind Tautologien.
Q@ (p A (—p)) ist widerspruchsvoll.
Q (p A q) ist erfiillbar aber weder Tautologie noch Widerspruch.
Q Sei X = {p} und A=pVq. Dann gilt ¥ = A.

Intuitiv klar: Annahme p ist eine starkere Aussage als p V gq.
Formal betrachte eine Bewertung ¢.

Falls ¢(p) = 1, dann auch p(p Vv q) = 1.
Jede Bewertung, die ¥ erfiillt, erfiillt auch A.
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Folgerungen

Lemma 1.8

(a) A allgemeingiiltig gdw —A widerspruchsvoll.
(b) Es gilt ) = A genau dann, wenn A Tautologie ist: Folg(()) = TAUT.

(c) Ist ¥ nicht erfiillbar, dann gilt ¥ |= A fiir alle A € F: Folg(¥) = F.
Insbesondere ¥ = A und ¥ |= —A fiirein A € F.

) Sei X C Y. Ist Y/ erfiillbar, dann ist auch ¥ erfiillbar.
) Es gilt X C Folg(X) und Folg(Folg(X)) = Folg(X).

f) Falls¥ C X', dann gilt Folg(¥X) C Folg(X").
) X |= A gilt genau dann, wenn ¥ U {—A} nicht erfiillbar.
)

Ist ¥ endlich, dann ist es entscheidbar, ob ¥ erfiillbar ist.
Die Menge Folg(X) ist entscheidbar.

(i) Die Mengen TAUT, SAT sind entscheidbar.
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Deduktionstheorem und Modus-Ponens Regel

Lemma 1.9

a) Deduktionstheorem (semantische Version):

SAEB  gdw T E(A— B)

(X, A ist Kurzschreibweise fiir ¥ U {A})
b) Modus-Ponens-Regel: Es gilt

{A,A= B} = B.

Insbesondere ist B Tautologie, falls A und (A — B) Tautologien.

Beweis: Tafel.
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Kompaktheitssatz der Aussagenlogik

Satz 1.10 (Kompaktheitssatz, Beweis nach Lindenbaum)

a) X C F ist erfiillbar genau dann,

wenn jede endliche Teilmenge von ¥ erfiillbar ist.
b) ¥ C F ist unerfiillbar genau dann,

wenn es eine unerfiillbare endliche Teilmenge von ¥ gibt.

Beweis: Tafel.

@ Teil b) des Satzes ist Grundlage fiir Beweisverfahren fiir ¥ = A.
Dies ist der Fall, wenn X U {—A} unerfiillbar ist.

@ Widerspruchbeweiser versuchen systematisch eine endliche Menge
Yo C X zu finden, so dass o U {—A} unerfiillbar ist.

Korollar 1.11
Es gilt ¥ = A gdw. es eine endliche Teilmenge Yo C ¥ gibt mit ¥ =

|
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Anwendungen Kompaktheitssatz

Beispiel 1.12

Sei ¥ C F. Gibt es zu jeder Bewertung ¢ ein A € ¥ mit ¢(A) =1,
so gibt es Ay,...,Ap € X mit n >0, so dass = A; V... V A,.

Betrachte die Menge X' = {-Ac€ F | AcX}.
Nach Voraussetzung ist sie unerfiillbar.
Also gibt es endliche nichtleere Teilmenge {—Ay,...,—A,} von X/,
die unerfiillbar ist.
Also gibt es fiir jede Bewertung ¢ ein i mit p(—A;) = 0.
Also ¢(A;j) =1 und somit p(A; V...V A,) = 1.
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Logische Aquivalenz

Definition 1.13 (Logische Aquivalenz)

Formeln A, B € F heiBen logisch dquivalent, A =B, falls
fiir jede Bewertung ¢ gilt: o(A) = ¢(B).

Wichtige Aquivalenzen:

(Involution) A =-(-A)

(Idempotenz) AEANA AEHAV A
(Kommutativitat) ANBEBAA AVBEBVA
(Assoziativitat) ANBAC)EH(AANB)ANC

V(BVC)=(AVB)V C
A(BV C)==(ANB)V (AA C)
V(B AC)E=(AV B)A(AV C)

(Distributivitat)

~ o~ o~ o~
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Logische Aquivalenz (Fort.)

(De Morgan) —(AAB) =—-AvV -B -(AV B) =-AA-B
A— BEF-AVB A+ BEH(A— B)A (B — A)
AN B F—(A— —-B) AV BF—-A— B

Lemma 1.14

Logische Aquivalenz = C F x F ist eine Aquivalenzrelation, also
reflexiv, symmetrisch und transitiv.

Es ist sogar eine Kongruenz:

ersetzt man in einer Formel A eine Teilformel B durch C =B,
so erhalt man A" =A.

v
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Logische Aquivalenz (Fort.)

Lemma 1.15

Folgende Aussagen sind dquivalent:

Ao B A=B
AEBund BEA Folg(A) = Folg(B)

Die Beweise sind gute Ubungen fiir die Klausur.

Lemma 1.16

Zu jeder Formel A € F gibt es B,C,D € F mit
Q@ A =B, B enthilt nur — und — als Verkniipfungen
Q@ A C, C enthédlt nur A\ und — als Verkniipfungen
Q A D, D enthilt nur V und — als Verkniipfungen

Nutze strukturelle Induktion iiber den Aufbau von Formeln.
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Logische Aquivalenz (Fort.)

Definition 1.17 (Vollstandige Operatorenmengen)

Eine Operatorenmenge OP C {—,V, A, —, <>} heiBt vollstandig, falls
es zu jedem A € F ein B € F(OP) gibt mit A =|B.

Dabei ist F(OP) die Menge der Formeln mit Verkniipfungen in OP.

Sei false eine Konstante (0-stelliger Junktor) mit ¢(false) = 0 fiir jede
Bewertung ¢.

Satz 1.18
Die Mengen {—, —},{—,V},{—, A}, {—, V, A}, {false, =} sind vollstandig. }

Nutze Lemma 1.16 und —=A (A — false).
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Deduktiver Aufbau der Aussagenlogik

Dieser Abschnitt beschaftigt sich mit einem axiomatischen Aufbau der
Aussagenlogik mittels eines Deduktiven Systems oder Kalkiils.

Eine syntaktisch korrekte Formel in einem Deduktiven System wird
Theorem genannt, wenn sie durch rein mechanische Anwendungen der
Regeln des Systems aus den Axiomen des Systems abgeleitet werden kann.

Man kann deduktive Systeme angeben, in denen aussagenlogische Formeln
genau dann Theoreme sind, wenn sie auch Tautologien sind.
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Deduktive Systeme

Definition 2.1 (Deduktives System)

Ein Deduktives System F(Ax, R) besteht aus
@ einem Alphabet A,
@ einer Menge von Formeln F C A*,

@ einer Menge von Axiomen Ax C F und

@ einer Menge R von Regeln der Form w

A, ..., A, AEF.

mit n > 0 und

Die Mengen F, Ax und R sind typischerweise entscheidbar.
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Deduktive Systeme (Fort.)

Definition 2.2
Die Menge T = T(F) der Theoreme ist induktiv definiert durch:
@ AxC T alle Axiome sind Theoreme

An

@ Sind Ar,.... Ay € T und ist Alisfn i R dannist A€ T.

Schreibe A € T(F) als - A oder F A und sage A ist in  herleitbar.

Definition 2.3 (Deduktiver Folgerungsbegriff)
SeiX CF, Ac F. Dannist Ain F aus L herleitbar, kurz ¥ Fxa, gy A,

falls '_.F(AXU:,R) A gllt
Die Menge der Folgerungen aus > in F ist

FO/g]:(Z) = {A eF ’ pu }_f(Ax,R) A}
> heiBt konsistent, falls fiir keine Formel A € F gilt: ¥ - A und ¥ - —A.

Gibt es eine solche Formel, so heiBt X inkonsistent.
Roland Meyer (TU Braunschweig) Einfiihrung in die Logik SoSe 2020 26 /181




Beweise

Bemerkung 2.4
Formel A ist in F herleitbar, falls es eine endliche Folge von Formeln
Bi,...,B, gibt mit A= B,, und fiir1 <i < n gilt:

BiGAxoderesgibtil,...,i,<iundw c R.

Folge Bs, ..., B, heiBt auch Beweis fiir A in F.

Eine endliche Folge By, ..., B, heiBt abgekiirzter Beweis fiir ¥ = B, falls
fiir1 <j < n gilt:

> = Bj oder es gibt ji,...,jr <j mit B;.....B;, - B;.

Lemma 2.5
© F A gilt gdw. es einen Beweis fiir A gibt.

© Es gibt einen Beweis fiir ¥ = A gdw. es einen abgekiirzten Beweis fiir
Y - A gibt.

v
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Bemerkung

Bemerkung 2.6

o Eigenschaften der Elemente von T werden durch strukturelle
Induktion bewiesen.

@ Die Menge der Beweise
Bew := {By,...,B, € F* | Bi,...,B, ist Beweis}

ist entscheidbar.

@ Mit der vorherigen Bemerkung ist die Menge T der Theoreme
rekursiv aufzhlbar.

@ Ist ¥ entscheidbar, dann gelten die Aussagen entsprechend.
Insbesondere ist Folgr(X) aufzihlbar.
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Bemerkung (Fort.)

Lemma 2.7

o Gilt - A, so folgt aus der Definition des Ableitungsbegriffs, dass es
eine endliche Teilmenge ¥o C ¥ gibt mit Xo - A.
(Dies entspricht dem Kompaktheitssatz fiir |=.)

@ [st X inkonsistent, dann gibt es eine endliche Teilmenge Yo C ¥, die
inkonsistent ist.

o Ist X C T, dann gilt Folgr(X) C Folgr(I).

© AusX F A undT F B fiir alle B € ¥ folgt T - A.
Ist also  C Folgr(I'), dann gilt Folgr(X) C Folgr(I).
(Beweise lassen sich also zusammensetzen.)

@ Gilt X+ A, soist ¥ U{—A} inkonsistent.
(Gilt auch die Umkehrung?)

o Esgilt T(F) C Folgr(X) fiir jede Menge ¥.
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Schemata

Gibt es ein deduktives System Fy, so dass

Fr, A gdw. |E A?

Hierzu werden Ax und R haufig endlich beschrieben durch Schemata.

Beispielsweise beschreibt das Schema A — (B — A) die Menge

{Ao—)(Bo—)Ao) | Ao, By € F}

Das Schema w beschreibt die Menge von Regeln

Ao, Ao — Bo

L

‘ Ao,Bo c F}.
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Das deduktive System Fj

Eingefiihrt von Stephen Cole Kleene (1909 — 1994).
Definition 2.8 (Das deduktive System F;)

Das deduktive System Fy fiir die Aussagenlogik besteht aus der

Formelmenge Fo := F({—, —}). Die Axiomenmenge Ax wird durch
folgende Axiomenschemata beschrieben:

Axl: A— (B — A)
Ax2: (A=-(B—=C)—= (A= B)— (A— Q)
Ax3: (nA— =B) — (B — A)

Die Regelmenge R wird beschrieben durch das Regelschema

A (A— B
MP: A(A= B) (modus ponens).
B
y
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Beispiel

Beispiel 2.9
Fiir jedes A € Fy gilt - (A — A), also (A — A) € T(Fp)

Beweis:

Bi=(A—= (A= A)— A) —
(A= (A= A)—> (A= A) Ax2

Bi=A= (A= A)— A) Ax1
BzE(A—)(A—)A))—)(A—)A) MP(Bo,Bl)
Bs=A—= (A— A Ax1
Bi=A— A MP(Bz, B3)

|
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Bemerkung zum deduktiven System JF

Ax1, Ax2 und Ax3 beschreiben disjunkte Formelmengen.
Ax und R sind entscheidbar.
Alle Axiome sind Tautologien.
Da diese abgeschlossen sind unter Modus Ponens,
sind alle Theoreme Tautologien: T(Fp) C Taut(Fo).
Die Modus-Ponens-Regel ist nicht eindeutig:

AA—B A A~ B

B und B

haben die gleiche Folgerung.

Das erschwert das Finden von Beweisen.

Es geniigt, nur Axiome fiir Formeln in — und — zu betrachten.
Andere Formeln sind zu einer solchen Formel logisch dquivalent.

Will man in ganz F Beweise fiihren, braucht man weitere Axiome,
zum Beispiel:

Ax1IA : (A AN B) — —|(A — —|B) AX2A : —\(A — —\B) — (A AN B)
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Deduktionstheorem

Wie findet man Beweise im System Fy?

Einziger Hinweis: sofern Zielformel B kein Axiom ist, muss sie in der Form
(A1 — ... (Ap — B)...) vorkommen. Wihle geeignete A.

Hilfreich:
Satz 2.10 (Deduktionstheorem (syntaktische Version))

Seien ¥ C Fy und A, B € Fy. Dann gilt

Y,A-B gdw. Y+ (A— B).
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Anwendungen des Deduktionstheorems

Beispiel 2.11
Um F —=—=A — A zu zeigen, geniigt es, ——A A zu zeigen.
Beweis:

B]_ = 1-A

By = =—A — (————A — —=—A) Axl

B3 = —\—|—|—|A —> —\—|A MP

B4 = (—|—\—|—|A —> —\—|A) —> (—|A —> —\—|—\A) AX3

B5 =-A— A MP

B@ = (—|A = —\—|—\A) = (—\—|A — A) Ax3

Br=-—-A—=A MP

Bs=A MP

.J
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Anwendungen des Deduktionstheorems (Fort.)

Lemma 2.12
@ Die folgenden Theoreme gelten in Fy:
(Transitivitat der Implikation) + (A — B) — ((B — C) — (A — Q)) (1)
(Folgerung aus Inkonsistenz) = =B — (B — A) 2)
(Doppelnegation) + B — ——B 3)
(Kontraposition) = (A — B) — (mB — —A) (4)
(Implikation) + B — (=C — —(B — C)) (5)
(Hilfslemma 1) + (A — B) — ((A — —B) — (A — —Ax)) (E1)
(Hilfslemma 2) F (A — —Ax) — —A (E2)
(Negation aus Inkonsistenz) + (A — B) — ((A — —B) — —A) (6)
(Eliminierung von Annahmen) + (B — A) — ((—B — A) — A) )

o Esgilt ¥ - A gdw. X U {—A} inkonsistent ist.
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Korrektheit und Vollstandigkeit von F

Frage: Lassen sich alle Tautologien als Theoreme in System Fy herleiten?

Satz 2.13 (Korrektheit und Vollstandigkeit von Fy)

Sei A € Fy eine Formel der Aussagenlogik.

a) Korrektheit: Aus bz, A folgt = A, es kénnen nur Tautologien als
Theoreme in Fo hergeleitet werden.

b) Vollstandigkeit: Aus |= A folgt Fx, A, alle Tautologien lassen sich in
Fo herleiten.
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Korrektheit und Vollstandigkeit von Fy (Fort.)

Als Hilfsmittel dient:
Lemma 2.14
Betrachte A(ps,...,pn) € Fo mit n > 0. Sei ¢ eine Bewertung. Mit
p.._ [P fallse(p)=1 [ A  fallsp(A)=1
" i, falls p(pi) =0 T DA, falls o(A) =0
gilt Pi, ... Pyl A
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Folgerung

Folgerung 2.15

Sei Y C Fyg,A € Fy.
o ¥ Fr, Agilt genau dann, wenn ¥ |= A gilt.
® X /st genau dann konsistent, wenn ¥ erfiillbar ist.
o Ist X endlich und A € Fo, dann ist > \-x, A entscheidbar.
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Beweis der Folgerung

Beweis:
Thr A
2.7 . .
2L Esgibt Ar,... Ay € E mit Ay,.... A Fr A
[<)':>T' Es gibt A;,..., A, € X mit
|—]:0 (A1 —)(Ag = (An—>A)))
213 Es gibt A, ... A, € % mit
E((A— (A2— ... (A= A)...)
D-T Eq gibt Ar,..., A, €T mit Ap,..., A, = A
KXy A
u y
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Beweis der Folgerung (Fort.)

Beweis:
Y ist konsistent
<= Es gibt kein Amit X - Aund X - -A
<= Es gibt kein Amit X =Aund X |=-A
<= X ist erfiillbar (Lemma 1.8(c)).
. v
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Sequenzenkalkiil

Es gibt weitere korrekte und vollstindige deduktive Systeme.
Das folgende System geht auf Gerhard Gentzen (1909 — 1945) zuriick.
Es ist besonders zur Automatisierung von Beweisen geeignet.

Definition 2.16 (Gentzen-Sequenzenkalkiil)

Seien ', A C F endliche Mengen von Formeln. Eine Sequenz ist eine
Zeichenreihe der Form I ¢ A.

Semantische Interpretation von Sequenzen: Fiir jede Bewertung ¢ gibt es
eine Formel A € I mit ¢(A) = 0 oder es gibt B € A mit p(B) = 1.

Sind I = {A1,...,Ap} und A = {Bx,..., By}, dann entspricht die
Sequenz [ F¢ A der Formel

(ALA---NA) = (BL1V -V Bp).
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Sequenzenkalkiil (Fort.)

Definition 2.16 (Gentzen-Sequenzenkalkiil (Fort.))
Der Kalkiil fiir Objekte der Form I' ¢ A wird definiert durch die Axiome:

(A1) T, A A A (AQ)T,A-AFcA  (Ax3) T kg A A A

Die Regeln des Sequenzenkalkiils sind wie folgt:

R . LABFgA ¢ AB,A
AV T AANBFe A TFcAVB.A

MAFc AB -6 AA;, ILBFgA

R P ASBA A= BFcA
R TAFGA Mo A A
= TEeoAA T—AFc A
R TEGAA, TigBA

% Fc AABA
R, LAFGA; TBigA

V! AVBFc A

v
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Sequenzenkalkiil (Fort.)

Eine Sequenz I ¢ A heiBit ableitbar, falls es eine endliche Folge von
Sequenzen Iy Fg Ay,..., T, Fc A, gibtmit T, =T, A, = A und

Jedes I'; =g Aj mit 1 < j < r ist ein Axiom oder geht aus
vorangehenden Folgegliedern aufgrund einer Regel hervor.

Satz 2.17
Der Sequenzenkalkiil ist
korrekt: T ¢ A impliziert T = A
vollstandig: T |= A impliziert T g A.
Dabei ist T |= A mit A C F endlich definiert als T = \/g.a B.
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Beispiel

Beweise im Sequenzenkalkiil werden bottom-up konstruiert und baumartig

notiert:

Beispiel 2.18
Esgilt pVg,—-pVrkgqVr.

Beweis:

g, pVrtaqg,r Ax1
p,rtaq,r Ax1
p,pkaq,r Ax2
p,—pVrtaq,r Ry

pVqg-pVrtaqr Ry
pVg-pVrtqVvr Ry
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Algorithmischer Aufbau der Aussagenlogik
Wir betrachten Verfahren, die bei gegebener endlicher Menge ¥ C F und
A € F entscheiden, ob ¥ = A gilt.

Die bisher betrachteten Verfahren priifen alle Belegungen der in den
Formeln vorkommenden Variablen oder zdhlen die Theoreme eines
geeigneten deduktiven Systems auf. Dies ist sehr aufwendig.

Nutze Erfillbarkeitschecker:

YA gdw. X U{-A} unerfiillbar.

Die Komplexitdt von Erfiillbarkeit bleibt weiterhin groB: SAT ist
NP-vollstandig.

Suche nach Verfahren, die bei iiblichen Eingaben schneller sind als die
Brute-Force-Methode:

Semantische Tableaus Davis-Putnam  Resolution.
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Semantische Tableaus: Beispiel

Zeige, dass ~((pV (gAr))— ((pV g)A(pVr))) unerfillbar ist.
Erfullbarkeitscheck: “((pV(gAT) = (pV A(pVT)))
pVI(gAT)

S((AXXN2%3),

Da alle Aste zu Widerspriichen fiihren, ist die Formel nicht erfiillbar.
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Semantische Tableaus: Beispiel (Fort.)

Bestimme alle Bewertungen, die A= (p — q) V (=g — r) erfiillen:
P—=q)V(mg—=r)

p—q g =T

—\p r

Demnach ist {¢ : F =B | ¢(p) =0 oder ¢(q) =1 oder p(r) = 1} die
Menge aller Bewertungen, die A erfiillen.

An den Blattern lasst sich auch eine logisch dquivalente DNF ablesen,
namlich -pV gV r.
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Intuition zu Tableaus

Die erfiillenden Bewertungen der Wurzelformel sind die Vereinigung der
erfiillenden Bewertungen aller Aste.

@ Fiir jede erfiillende Bewertung der Wurzel gibt es einen Ast in dem
Tableau, so dass die Bewertung alle Formeln auf dem Ast erfiillt.

@ Umgekehrt bestimmt jeder erfiillbare Ast erfiillende Bewertungen der
Wurzelformel.

Trick: Sind Formeln maximal entfaltet (Tableau ist vollstandig), sind
erfiillende Bewertungen bzw. Widerspriiche unmittelbar ersichtlich.
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Definition von Tableaus

Zwei Arten von Formeln: J-Formeln fiihren zu Verzweigungen, a-Formeln
fiihren nicht zu Verzweigungen:

@ «-Formeln mit Komponenten a1 und «y fiihren zu Folgeknoten mit
Markierungen o3 und ap:

o | mAALANA | (ALY Ay) | —(AL— Ag)
A Aq —A1 Aq
(A) A2 _‘A2 _\A2
@ [-Formeln mit Komponenten 1 und 35 fiihren zu Verzweigungen mit
Knotenmarkierungen (1 und (5:
5] —|(A1 A A2) A1V A Al — Ao
))1 ‘ 32 —|A1 ‘ —|A2 Al ‘ A2 —|A1 ‘ A2

a1

o

Beachte: Jede Formel ist ein Literal (p oder —=p mit p € V), eine a- oder
eine B-Formel, und genau von einem dieser drei Typen.
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Definition von Tableaus (Fort.)

Definition 3.1 (Tableau)

Tableaus sind binare Baume, deren Knoten mit Formeln aus F markiert

sind. Die Menge der Tableaus T, fiir A € F ist induktiv definiert durch:

(a) Es gilt T4 € Ta, wobei T4 einen mit A beschrifteten Knoten hat:
A

(b) Ist 7 € Ta und 0 Marke eines Blattes von 7, so lasst sich 7 wie folgt
zu einem Tableau 7/ € T4 fortsetzen:

(o) Fiige § zwei aufeinander folgende Knoten hinzu, die mit a; und ap
markiert sind, falls die a-Formel @ auf dem Ast zu § vorkommt:

X0

Q2
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Definition von Tableaus (Fort.)

Definition 3.1 (Tableau (Fort.))

(B) Fige in 7" als Nachfolger von 6 zwei Knoten hinzu, die mit den
Komponenten 31 bzw. (3, einer S-Formel 5 markiert sind, falls 5 auf

dem Ast zu § vorkommt:
/5\
/81 ﬂ?

Im Folgenden werden Astein T € T mit ihrer Formelmenge © C F
identifiziert.
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Eigenschaften von Tableaus |: Semantik

Lemma 3.2

Sei A € F eine Formel und T € Ty ein Tableau fiir A. Dann gilt

A ist erfiillbar gdw. 3 Ast © € 7: © ist erfiillbar.

Das Lemma folgt aus einer starkeren Aussage. Fiir jede Bewertung ¢ gilt:
perfillt A gdw. 3 Ast © € 7: p erfiillt ©.

Die erfiillenden Bewertungen der Aste sind also genau die erfiillenden
Bewertungen der Wurzelformel.

Tableaus sind nicht eindeutig, aber Lemma 3.2 hat folgende Konsequenz:
Entweder hat jedes Tableau 7 € T4 einen erfiillbaren Ast oder keines.
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Vollstandige und abgeschlossene Mengen und Tableaus

Der Begriff der Erfiillbarkeit von Asten ist semantischer Natur.
Das Ziel von Tableaus ist, Erfiillbarkeit von Formeln automatisch zu priifen.
Dazu muss Erfiillbarkeit syntaktisch charakterisiert werden.

Definition 3.3
@ Eine Formelmenge © C F heiBt vollstandig, falls mit o € © auch
{a1,a2} € © und mit § € © auch 1 € © oder 3, € ©.

Ein Tableau 7 heiBt vollstindig, falls jeder Ast © € 7 vollstandig ist.

@ Eine Formelmenge © heiBt abgeschlossen, falls es eine Formel B € F
gibt mit {B,—B} C ©. Sonst heiBt die Menge offen.
Ein Tableau 7 heiBt abgeschlossen, wenn jeder Ast © € 7
abgeschlossen ist.

Jedes Tableau kann zu einem vollstdndigen Tableau fortgesetzt werden.
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Eigenschaften von Tableaus II: Syntax

Lemma 3.4 (Hintikka)

Sei © C F vollstindig. Dann gilt: © ist erfiillbar gdw. © ist offen.

Abgeschlossene Mengen sind per Definition unerfiillbar.

Fiir die Riickrichtung sei © eine vollstandige und offene Menge.
Definiere
_J0 —-peo
olp) = {1 sonst.

Bewertung ¢ ist wohldefiniert.

Zeige mit Noetherscher Induktion nach der Lange der Formeln, dass
©(A) =1 fiir alle A€ ©.
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Korrektheit und Vollstandigkeit von Tableaus

Satz 3.5

Eine Formel A € F ist unerfiillbar gdw. es ein abgeschlossenes Tableau
T € T, gibt.

Auch hier gilt: es gibt ein abgeschlossenes Tableau fiir A gdw. alle
vollstandigen Tableaus fiir A abgeschlossen sind.

Die Tableaumethode geht auf Evert Willem Beth (1908 — 1964) zuriick.

Vollstandige und offene Formelmengen sind Hintikka-Mengen,
nach Jaakko Hintikka (1929 — 2015).
Das Lemma von Hintikka zeigt, dass sie erfiillbar sind.
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Korrektheit und Vollstandigkeit von Tableaus (Fort.)

Beweis (von Satz 3.5)
Sei A nicht erfiillbar.

Jedes Tableau kann zu einem vollstdndigen Tableau fortgesetzt werden.

Also gibt es zu A ein vollstandiges Tableau 7 € T4.
Mit Lemma 3.2 sind alle Aste © € 7 nicht erfiillbar.
Mit Lemma 3.4 sind alle Aste © € 7 abgeschlossen.
Also gibt es ein abgeschlossenes Tableau 7 € Ty4.

Fir die Riickrichtung sei 7 € T4 abgeschlossen.
Abgeschlossene Aste sind unerfiillbar.
Mit Lemma 3.2 ist Formel A unerfiillbar.
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Tableaus fiir Formelmengen

Sei ¥ C F eine ggf. unendliche Formelmenge.
Die Menge Ty der Tableaus fiir % ist definiert wie zuvor, nur dass

@ die Konstruktion mit einer Formel A € ¥ beginnt und
@ in jedem Schritt 0 € ¥ an ein Blatt § angehidngt werden darf.

Tableau 7 € Ty heiBt vollstandig, wenn zusatzlich zu den vorherigen
Bedingungen jeder Ast © € 7 die Menge ¥ enthilt, also ¥ C ©.
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Tableaus fiir Formelmengen (Fort.)

Lemma 3.6

Seien ¥ C F und 7 € Ty mit ¥ C © fiir jeden Ast © € 7. Dann gilt:

Y st erfiillbar gdw. 3 Ast © € 7 : © ist erfiillbar.

Satz 3.7

Eine Formelmenge ¥ C F ist unerfiillbar gdw. Ty ein abgeschlossenes
Tableau enthilt.

Der alte Beweis funktioniert noch immer, modulo folgender Anderungen:

Lemma 3.2 ist durch Lemma 3.6 zu ersetzen.
Fiir die Vollstandigkeit ist folgendes Lemma notwendig.

Lemma 3.8

Fiir jede Formelmenge > C F existiert ein vollstindiges Tableau T € Tyx.
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Systematische Tableaukonstruktion

Beweis von Lemma 3.8 Sei ¥ unendlich. Es wird eine nicht-
terminierende Methode angegeben, die eine Folge von Tableaus

70 C 711 C... konstruiert mit 7 := U 7; vollstandig.
ieN
Da X C F, ist X abzahlbar, also ¥ = {A, A1, ...}

Nutze eine FIFO-Worklist WL := () zur Speicherung von Knoten.
Nutze ferner einen Zahler j := 0, um X zu durchlaufen.

® 70 := Ta,. Ist Ag kein Literal, push den Knoten von Ag auf WL.

® 7,11 entsteht aus 7, wie folgt.

Falls WL # (), pop WL. Sei der Knoten mit Y € F beschriftet.
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Systematische Tableaukonstruktion (Fort.)

@ Ist Y eine a-Formel, erweitere jeden Ast, der durch den Knoten von
Y geht, um die Teilformeln o1 und ap:

&51

Q2
Falls a3 bzw. oy keine Literale sind, fiige alle neuen mit o bzw. as
beschrifteten Knoten der Worklist hinzu.
@ Ist Y eine 5-Formel, erweitere jeden Ast, der durch Y geht, um

B/‘\Bg

Falls die Teilformeln (31, B> keine Literale sind, fiige die
entsprechenden Knoten der Worklist hinzu.
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Systematische Tableaukonstruktion (Fort.)

Falls WL = (, inkrementiere j und wihle Y := A;.

o Hinge mit Y beschriftete Knoten an alle Aste an.
Sofern Y kein Literal ist, fiige die Knoten der Worklist hinzu.
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Systematische Tableaukonstruktion (Fort.)

Behauptung: 7 ist vollstandig.
Genauer: Jeder Ast © € 7 ist vollstdndig und enthilt X.

Beweis (Skizze):
Sei a € © eine a-Formel.
Dann ist sie bei der Erstellung in die Worklist aufgenommen worden.

Wegen der FIFO-Reihenfolge, wurde sie irgendwann bearbeitet.
Also sind {a1,a2} C ©.

Betrachte A; € X

Irgendwann ist j = i geworden.

Angenommen, das ware nicht der Fall.

Dann gab es einen Index, bei dem die Worklist nie geleert wurde.

Das muss falsch sein.

Mit der Entnahme einer Formel A € F sind zwar endlich viele Formeln der
Worklist hinzugefiigt worden, die waren aber alle kleiner.

Ubung: Warum folgt Terminierung?
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Entscheidbarkeit und Semi-Entscheidbarkeit

Um aus der systematischen Tableaukonstruktion Semi-Entscheidbarkeit fiir
Unerfiillbarkeit abzuleiten, passe das Verfahren wie folgt an:

Fiige keine Knoten an abgeschlossene Aste an.

Lemma 3.9

(1) Die systematische Tableaukonstruktion terminiert fiir ¥ C F endlich.

(2) Sei ¥ C F unendlich und nicht erfiillbar. Dann terminiert die
modifizierte Tableaukonstruktion mit einem abgeschlossenen Tableau.

Beachte: Der Kompaktheitssatz folgt aus der zweiten Aussage.
Ist X nicht erfiillbar, enthilt Ty ein endliches, abgeschlossenes Tableau.
Also ist eine endliche Teilmenge von ¥ nicht erfiillbar.
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Entscheidbarkeit und Semi-Entscheidbarkeit (Fort.)

Lemma 3.10 (Konig)

Sei T ein unendlicher Baum mit endlichem Ausgangsgrad.
Dann gibt es einen unendlichen Pfad in T.

Zeige Lemma 3.9(2):

Im Fall der Terminierung ist das resultierende Tableau abgeschlossen.
Abgeschlossenheit ist namlich die einzige Bedingung zur Terminierung.

Es bleibt Terminierung zu zeigen.

Angenommen das modifizierte Verfahren terminiert nicht.

Dann wird ein unendliches Tableau 7 konstruiert.

Da das Tableau endlichen Ausgangsgrad hat, gibt es mit Konigs Lemma
einen unendlichen Pfad © € 7.

Wie in Lemma 3.8 enthilt der Pfad ¥, ist vollstdndig und offen.

Mit Hintikkas Lemma ist © erfiillbar.

Damit ist auch X erfiillbar. Widerspruch.
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Entscheidbarkeit und Semi-Entscheidbarkeit (Fort.)

Bemerkung 3.11

® Das Tableauverfahren ist ein Semi-Entscheidungsverfahren fiir
Unerfiillbarkeit aufzihlbarer Formelmengen ¥~ C F.

o Das Tableauverfahren ist eine Entscheidungsprozedur fiir Erfiillbarkeit
endlicher Formelmengen ¥ C F.

Fir die Entscheidbarkeit ist zu beachten, dass bei einer aufzihlbaren
Menge das Hinzufiigen einer Formel A; € ¥ zu einem Tableau effektiv ist.
Ebenso ist der Test auf Abgeschlossenheit entscheidbar.
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Normalformen

Vorteile:
Die einfachere Gestalt der Normalform l3sst spezielle Algorithmen
zur Lésung bestimmter Fragestellungen zu.

Die Transformation sollte nicht zu teuer sein, sonst wiirde sich
der Aufwand nicht lohnen.

Beispiele:
@ Aus einer DNF lassen sich alle erfiillenden Belegungen direkt ablesen.

@ Aus einer minimalen DNF lassen sich Schaltnetze herleiten.

@ Die systematische Tableau-Konstruktion erlaubt es, diese
Normalformen aus einem vollstindigen Tableau abzulesen.
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Normalformen (Fort.)

Transformiert werden kann in eine

@ logisch dquivalente Formel: A =T (A)

o erfiillbarkeitsdquivalente Formel: A erfiillbar gdw. T(A) erfiillbar
Wir behandeln drei dieser Normalformen:

o Negationsnormalform (NNF) Form in =, Vv, A

@ Konjunktive Normalform (KNF) Form in =, V, A

@ Disjunktive Normalform (DNF) Form in =, V, A
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Negationsnormalform

Formel A € F ist in Negationsnormalform (NNF), falls jede Negation
direkt vor einer Variablen steht und keine zwei Negation einander folgen.

Definition 3.12 (NNF)

Die Menge der Formeln in NNF ist induktiv definiert durch
@ Fiir p € V sind p und —p in NNF.
@ Sind A, B in NNF, dann sind auch (AV B) und (AA B) in NNF.

Lemma 3.13
Zu jeder Formel A € F({—,A,V,—,<}) gibt es B € F(—,V,A) in NNF
mit A =B und |B| € O(|A|).
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Konjunktive Normalform

Definition 3.14 (Klausel)

Eine Formel A= (L1 V...V L,) mit Literalen Ly,..., L, heit Klausel.
@ Sind alle Literale negativ, so ist es eine negative Klausel.
Sind alle Literale positiv, so ist es eine positive Klausel.

Klauseln, die maximal ein positives Literal enthalten, heiBen
Horn-Klauseln, nach Alfred Horn (1918 — 2001).

@ A wird k-Klausel genannt, falls A maximal k € N Literale enthalt.
1-Klauseln werden auch Unit-Klauseln genannt.

Eine Formel A= (A1 A ... A Ap) ist in KNF, falls A eine Konjunktion von
Klauseln Aq,..., A, ist.

@ Handelt es sich um k-Klauseln, so ist A in k-KNF.
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Konjunktive Normalform (Fort.)

Beispiel 3.15
A=(pVg) A(pV—g)A(=pVaqg)A(=pV-q)ist in 2-KNF.

Betrachtet man Klauseln als Mengen von Literalen,
lassen sich Formeln in KNF als Mengen von Literalmengen darstellen.
Am Beispiel A:

Up,at.{p,~a}, {—p,q},{-p,—q}}.

Lemma 3.16
Zu jeder Formel A € F gibt es B in KNF mit A |=|B und |B| € O(214).

Die Schranke ist strikt:
Es gibt eine Folge von Formeln (A,)nen mit |Ap| = 2n, fiir die jede logisch
dquivalente Formel B, in KNF mindestens die Lange 2" besitzt.
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Tseitin-Transformation

Eine kompaktere Formel in konjunktiver Normalform erhilt man,

wenn man logische Aquivalenz aufgibt.
Satz 3.17 (Tseitin 1970)

Zu jeder Formel A € F gibt es eine erfiillbarkeitsaquivalente Formel B in
KNF mit |B| € O(|A|).

Idee:
Betrachte die gegebene Formel A als Syntaxbaum.

Teilformeln sind Teilbdume des Syntaxbaums.

Reprasentiere Teilbdume durch Pfade n € {/, r}* zu deren Wurzel.
Fiihre fiir jeden Teilbaum n eine Hilfsvariablen a, ein.

Die Hilfsvariable wird den Wahrheitswert der Teilformel erhalten.

Schranke a, dazu mit Formeln in konjunktiver Normalform ein.
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Tseitin-Transformation (Fort.)

Definition 3.18 (Tseitin)

Wir definieren die Funktion ts : {/,r}* — F — F liber
tsn(A® B) = (an <> (ans ® an.r)) A tspi(A) A tsy.r(B)

tsp(=A) = (an <> —ans) A tsp(A)
tsp(p) = (an < p),

wobei & € {A,V,—, <>} und die Hilfsvariablen a,
nicht in der gegebenen Formel vorkommen.

Die Formel ts,(A) ist fast in KNF.
Die verbleibenden Aquivalenzen umfassen héchstens drei Variablen.

Sie kdnnen in konstanter Zeit in konstant groBe KNF umgewandelt werden.
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Tseitin-Transformation (Fort.)

Bemerkung:
Formel B aus Satz 3.17 entsteht aus

ts:(A) A ac

mit Elimination der Aquivalenzen.
Die Formel ist nicht logisch dquivalent wegen der Hilfsvariablen.

Die Formel ist nur linear groB, da es nur linear viele Teilformeln gibt,
namlich eine pro Operator und Variablenvorkommen.
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Tseitin-Transformation (Fort.)

Als Beispiel betrachte p — q. Es gilt
tse(p = q) = (a: <> (a1 — a,)) AN (a1 <> p) A (ar <> q).
Zur Umwandlung der Aquivalenzen in KNF, betrachte

(a: <> (a — ay)) HH(ac — (a1 — ar)) A ((a1 — ar) — ac)
F (—a: VvV —arVar) A(a: Va) A(a: vV —ay).

Nach Auflésung aller Aquivalenzen erhalt man folgende Formel in KNF,
die erfiillbarkeitsaquivalent zu p — q ist:

(ma: V—arVar) A(a: Vay) A(a: vV —ay)
A (marVp)A(—pVa)

A (marVq)A(—qVar)

N ag .
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Tseitin-Transformation (Fort.)

Als Beispiel betrachte die Formel A= ((pV q) A r) — (—s).
Die Rekursion umfasst folgende Aufrufe:
tse(A) = (a: <> (a1 — ar)) Atsi((pV q) Ar) A ts,(—s)
tsi((pVag)Ar) = (ar <> (argNary)) ANtsp(pV q) Atsy(r)
tsi(pV q) = (ars <> (arisVare)) Atsi(p) A tsirr(q)
tsiii(p) = (a1 <> p)
tsii.r(q) = (arir < q)
ts,(—s) = (ar <> —ary) Ats,(s)

ts,(s) = (ar) <> s).
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Disjunktive Normalform (Fort.)

Definition 3.19 (DNF)

Eine Formel A € F ist in disjunktiver Normalform (DNF), falls A eine
Disjunktion von Konjunktionen von Literalen ist:

A=(AV...VA,) mit A=(L{AAL.

Definition 3.20 (Duale Formel)
Die duale Formel d(A) einer Formel A € F ist definiert durch:

dip)=p firpeV
d(~A) = —d(A)

d(BV C)=d(B)Ad(C)

d(BAC)=d(B)Vd(C).
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Zusammenhange zwischen den Normalformen

Lemma 3.21

Fiir jede Formel A € F gilt:

(1) Ist A in KNF, dann ist NNF(=A) in DNF.

(2) Ist A in KNF, so ist d(A) in DNF und umgekehrt.

Lemma 3.22

Fiir jede Formel A € F gilt:

(1) Setzt man ¢(p) =1 — p(p), so gilt p(d(A)) =1 — p(A).
(2) A ist Tautologie gdw. d(A) ein Widerspruch ist.

(3) A ist erfiillbar gdw. d(A) keine Tautologie ist.
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Boolsche Funktionen

Bemerkung

Jede Formel A(pi,...,pn) induziert die Boolsche Funktion f4 : B” — B
mit der Definition

fA(bl, PN bn) = QDE(A),

wobei ¢, (pi) = b;.

Umgekehrt gibt es fiir jede Boolsche Funktion f : B” — B eine Formel
A(pi,--.,pn), so dass f = fa.

Kommentar

Die Umkehrung erfordert, dass die Operatormenge vollstandig ist.
Die Boolsche Algebra hat als Operatoren true, false, not, or, and.
Die Digitale Logik verwendet eher nand, nor.
Diese Gatter bendtigen nur zwei Transistoren.
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Boolsche Funktionen: Beispiel

Ein Patienten-Monitoring-System erhalt iber Sensoren
Daten iiber den Zustand eines Patienten:

A Temperatur auBerhalb 36-39°C

B Blutdruck auBerhalb 80-160 mm

C Pulsrate auBerhalb 60-120 Schlagen pro Minute
O  Alarmaktivierung notwendig.

Ein Mediziner legt Anforderungen an das Monitoring-System fest, z.B. bei
welchen Kombinationen der Werte ist eine Alarmaktivierung notwendig:

A B C O

0 0 0 O Logischer Entwurf: Betrachte die
0 0 1 0 Zeilen in denen O den Wert 1 hat
0 1 0 0 und stelle eine DNF auf:

0 1 1 1

} 8 2 ? (FAABAC)V(AA-BAC)V
1 1 0 1 (ANBA-C)V(AANBAC)

1 1 1 1
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Boolsche Funktionen: Beispiel (Fort.)

Als Realisierung des Monitoring-Systems kénnte folgendes Schaltnetz

dienen:
INPUTS
A AND
! OR
4
B AND OUTPUT
5
Ce A0

3

Das Schaltnetz, aufgefasst als Formel, ist eine
minimierte und logisch dquivalente Variante der DNF.
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Davis-Putnam-Algorithmen

Idee: Reduziere Erfiillbarkeit fiir eine Formel mit n € N Variablen auf das
Erfiillbarkeitsproblem fiir Formeln mit maximal n — 1 Variablen.

Ansatz: Suche einer erfiillenden Bewertung durch iterative Auswahl der
Werte einzelner Variablen — Bottom-Up-Verfahren.

Algorithmen, die mit dieser Idee, Heuristiken und weiteren Verfeinerungen
arbeiten, werden als Davis-Putnam-Algorithmen bezeichnet, nach Martin
Davis (*1928) und Hilary Putnam (*1926).

Voraussetzung: Formel in NNF tber =, A, V.

Roland Meyer (TU Braunschweig) Einfiihrung in die Logik SoSe 2020 82 /181



Davis-Putnam-Algorithmen (Fort.)

Beispiel 3.23 (Darstellung der Abarbeitung als Baum)
A=-pV((mgVr)A(gVs)AN—rA=sA(pVq))
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Substitution

Definition 3.24 (Substitution)

Sei Formel A€ F in NNF und p € V.
Definiere A[p/1] als Ergebnis des folgenden Ersetzungsprozesses:

(1) Ersetze in A jedes Vorkommen von p durch 1.
(2) Fiihre folgende Regeln so lange wie méglich durch:

Tritt eine Teilformel —1 auf, ersetze sie durch 0.
Ersetze —0 durch 1.

Teilformeln B A 1 sowie B V 0 werden durch B ersetzt.
Teilformeln B VV 1 werden durch 1 ersetzt.

Teilformeln B A 0 werden durch O ersetzt.

Analog ist A[p/0] definiert, wobei p durch 0 ersetzt wird.
Allgemeiner verwende A[//1] bzw. A[//0] fiir Literale /.
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Substitution (Fort.)

Lemma 3.25
Alp/1] und A[p/0] sind wohldefiniert.

Formel Alp/i] mit i € B ist in NNF bzw. KNF, wenn A diese Form hatte.
Variable p € V' kommt nicht mehr in A[p/i] vor.

Bemerkung 3.26
Fiir A in KNF und Literal | ist folgende Auffassung aquivalent.

Al[l/1] entsteht durch Streichen aller Klauseln in A, die Literal | enthalten,
und durch Streichen aller Vorkommen von —I in den anderen Klauseln.

Die leere Formel wird als wahr interpretiert.

Die leere Klausel wird als falsch interpretiert.
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Korrektheit von Davis-Putnam-Algorithmen

Lemma 3.27

Eine Formel A in NNF ist erfiillbar gdw. Alp/1] =1 oder A[p/0] =1 oder
eine der Formeln A[p/1], A[p/0] erfiillbar ist.

Das Lemma folgt aus der Tatsache, dass fiir jede Bewertung ¢ gilt
p(A) = o(Alp/i]),  wobei i = ¢(p).

Durch Testen der Formeln A[p/1] und A[p/0], die nun p € V nicht mehr
enthalten, kann rekursiv die Erfiillbarkeit von A entschieden werden.
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Regelbasierte Definition von Davis-Putnam

Definition 3.28 (Regeln fiir Formeln in NNF)

Pure-Literal Regel Kommt eine Variable p € V in Formel A nur positiv
oder nur negativ vor, belege p mit 1 bzw. p mit O und kiirze die Formel.

A ist erfiillbarkeitsaquivalent mit A[p/1] bzw. A[p/0].
Splitting-Regel Kommt eine Variable p € V sowohl positiv als auch
negativ in A vor, bilde die zwei Kiirzungen A[p/1] und A[p/0].

A ist erfiillbar gdw. bei einer der Kiirzungen der Wert 1 oder eine
erfiillbare Formel auftritt.

Roland Meyer (TU Braunschweig) Einfiihrung in die Logik SoSe 2020 87 / 181



Regelbasierte Definition von Davis-Putnam (Fort.)

Definition 3.29 (Regeln fiir Formeln in KNF)

Unit-Regel
(mgVr)A(gVs)A—rA-s
-r=1
Sei A in KNF und enthalte eine A(gV s) A s
Unit- Klausel A; = /. 4
-q=1
Bilde A[//1]:
ENANE
A erfiillbar gdw. A[//1] erfiillbar. e 1
0
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Regelbasierte Definition von Davis-Putnam (Fort.)

Klausel A; subsumiert Klausel Ay, in Zeichen A; C A,, falls jedes Literal
aus A auch in As auftritt.

Aus der Erfiillbarkeit einer Klausel A; folgt sofort die Erfiillbarkeit aller
Klauseln A,, die sie subsummiert: A1 C As.

Definition 3.29 (Regeln fiir Formeln in KNF (Fort.))

Subsumption-Rule Sei A in KNF. Streiche aus A alle Klauseln, die von
anderen subsumiert werden: Funktion Subsumption_Reduce(A).

Streiche dabei auch tautologische Klauseln, die p und —p fiir ein p € V
enthalten.
Da Klauseln konjunktiv verkniipft sind, sind nur die zu
beriicksichtigen, die von keiner anderen subsumiert werden.
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procedure DPA — Davis-Putnam-Algorithmus

Eingabe: A in KNF
Ausgabe: Boolscher Wert fiir Erfiillbarkeit {0,1}

begin

if A< {0,1} then return(A);

(p, b) := pure(A);
//Liefert Variable und Belegung, falls nur positiv
//oder nur negativ vorkommt, sonst null

if (p, b) # null then return(DPA(A[p/b]));

(p, b) := unit(A);
//Unit Klausel mit Belegung, sonst null

if (p, b) # null then return(DPA(A[p/b]));

A := Subsumption_Reduce(A); //Entfernt subs. Klauseln
p := split(A); //Liefert Variable in A
if DPA(A[p/1]) = 1 then return(1);
return(DPA(A[p/0]));
end
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Auswahlkriterien fiir die Splitting-Regel

(]

Waihle die erste in der Formel vorkommende Variable.

(]

Wahle die Variable, die am haufigsten vorkommt.
Woahle die Variable mit Z |Ai| minimal.
pin A;
Wahle die Variable, die in den kiirzesten Klauseln am haufigsten
vorkommt.

[

@ Berechne die Anzahl der positiven und negativen Vorkommen in den
kiirzesten Klauseln und wahle die Variable mit der groBten Differenz.

(]

Weitere Heuristiken in Implementierungen vorhanden.
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Resolution

Idee: Aus Klauseln (AV ) und (B V —/) wird die neue Klausel (AV B)
erzeugt, denn

(AVI)AN(BV=l)EAVI)AN(BYV-I)A(AV B).
Dabei sei =/ = —p, falls I = p mit p € V. Falls | = —p, dann =/ = p.
Ziel: Leere Klausel U erzeugen, um Unerfiillbarkeit zu zeigen.

Resolution arbeitet auf Formeln in KNF. Dabei ist es giinstig, Klauseln als
Mengen darzustellen:

(pV gV p) dargestellt als {p,—q}.

Resolution geht zuriick auf John Alan Robinson (1930 — 2016).
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Resolution (Fort.)

Definition 3.30 (Resolvente)

Seien K1, K> Klauseln und / ein Literal mit / € K7 und =/ € K. Dann ist

R=(Ki\{I}) U (K2 \{~1})

die Resolvente von K; und K> nach /.

Beachte: Die Resolvente kann die leere Klausel LI sein.
Das Hinzufiigen von Resolventen fiihrt zu dquivalenten Formeln.

Lemma 3.31
Sei A in KNF und R Resolvente zweier Klauseln aus A. Dann gilt

A=|AU{R}.
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Resolution (Fort.)

Definition 3.32 (Herleitungen)

Seien A in KNF und K Klausel. Eine Folge K1, ..., K, von Klauseln mit
K, = K ist eine Herleitung von K aus A, A RF K, falls fiir 1 < k < n:
es

Ky € A oder Ky ist eine Resolvente zweier K;, K; mit i,j < k.

Lemma 3.33
Als Kalkiil ist Resolution korrekt aber nicht vollstandig:

A RI— K impliziert A |= K. Die Umkehrung gilt nicht.
€s

Satz 3.34 (Korrektheit und Widerlegungsvollstandigkeit, Robinson)

Eine Formel A in KNF ist unerfiillbar gdw. A RI— L.
€s

v
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Darstellung

Darstellung einer Resolvente zweier Klauseln A, B nach /:

A B

(AN {IH U (B\{-1})
Darstellung von Herleitungen als gerichteter, azyklischer Graph (DAG):

{r.a}  A{p,~¢} {-pa} {-p.—q}

p

{-p}
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Resolventenmethode: Heuristiken

Starke Herleitungen: Sei A in KNF und unerfiillbar.
Dann gibt es eine Herleitung Kji, ... K, = LJ, so dass

© in der Herleitung keine Klausel mehrfach auftritt,
© in der Herleitung keine Tautologie auftritt,

© in der Herleitung keine schon subsumierte Klausel auftritt:
Es gibt keine K;, K; mit i < j und K; C K.
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Resolventenmethode: Heuristiken (Fort.)

@ Stufenstrategie (Resolutionsabschluss)
(Alle erfiillenden Bewertungen)

@ Stiitzmengenrestriktion
(Set-of-Support, Unit-Klauseln bevorzugen)

@ P-(N-)Resolution

@ Lineare Resolution (SL-Resolution, PROLOG-Inferenzmaschine).
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Resolventenmethode: Heuristiken (Fort.)

Beispiel: A= {{_‘P, —-q, _‘r}7 {P7 _‘5}7 {q7 _'r}7 {r7 _‘t}7 {t}}

Stufen:
0 1 2 3
T {5~ T | 6 - =112 | 1L {7, ~sF (63 | 2L {5~} (114)
2. {p, ~s} 7.{=p,~r}  (13) | 12. {=q,~s, 7t} (6,4) | 22. {~s}  (11,10)
3. {q,r} 8. {-p,~q,~t}(14) | 13. {~p,~t} (7.4) | :
4. {I‘, _'t} 9. {q7 _'t} (3'4) 14. {_‘P, -r, _'t} (8'3)
5. {} 0.} (45) | 15 {-p-a}  (85)
16. {q} (10,3)
17. {ﬁr, ﬁs,"t} (6,9)
18. {—q,—s}  (6,10)
9 {0} (710)
20. {-p, -t} (8)9)
Erhalte die erfiillende Bewertung
v(q) = 1,¢(p) = 0,¢(s) = 0,p(r) = 1,9(t) = 1.
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Teil 1l

Pradikatenlogik erster Stufe (mit Gleichheit)
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Grundlagen der Pradikatenlogik

Ziel: Formulierung und Folgerung von Beziehungen zwischen Elementen
eines Datenbereichs.

Anwendungen:

@ Losung von Anfragen auf Datenmengen in der Kl oder in
Informationssystemen.

@ Formulierung von Integritdtsbedingungen auf Daten:
Schleifeninvarianten eines Programms, Constraints auf XML-Dateien
oder Datenbankeintragen.

@ Losung von Constraint-Systemen beim Testen oder Planen.

@ Logisches Programmieren.

Syntax der Pradikatenlogik 1879 im Artikel Begriffsschrift von Gottlob
Frege (1848 — 1925).

Semantik erst 1934 durch Alfred Tarski (1901 — 1983).
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Grundlagen der Pradikatenlogik (Fort.)

Semantisch: Elemente eines Datenbereich, Funktionen auf diesen
Elementen und Beziehungen zwischen diesen Elementen.

Syntaktisch:

@ Terme beschreiben Elemente des Datenbereichs.
Zur Bezeichnung der Elemente: Konstanten und Variablen.
Zur Berechnung weiterer Elemente: Funktionssymbole.

@ Formeln treffen Aussagen iiber die Elemente: wahr oder falsch.
Zum Fassen von Beziehungen zwischen Elementen: Pradikatssymbole.

Verkniipfung der resultierenden Wahrheitswerte liber logische
Junktoren und Quantoren.

Funktions- und Pradikatssymbole hiangen von der Anwendung ab, sind
also Parameter in der Definition der Syntax.

Logische Symbole sind fest.
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Grundlagen der Pradikatenlogik (Fort.)

Beispiel 4.1 (Beschreibung mathematischer Beziehungen)

Syntax: Konstanten 1, 2, 3, Funktionssymbole +, /, Variablen x, y, z,
Padikat <, Junktoren —, A, Quantoren V, 3
2 3
T 01, 1+ = —
erme , 1+ 3 X + 5
Formeln: x <3, VxVy(x <y — 3Jz(x<zAz<y))

Semantik: Datenbereich Q, Konstante 1 bis Pradikat < mit der iiblichen
Bedeutung.
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Grundlagen der Pradikatenlogik (Fort.)

Beispiel 4.2 (Beschreibung von Beziehungen zwischen Daten)

Syntax: Variablen x, y, Funktion weiteDerReise(—), Padikate istHund(—),
istFisch(—), <, Quantor V.

Formel:
VxVy ((istHund(x) A istFisch(y)) — weiteDerReise(x) < weiteDerReise(y))

Semantik: Datenbereich {Lassie, Nemo} UN U {_L}.

Funktion weiteDerReise(x) liefert die Weite der Reise eines Tieres des
Datenbereichs und L, falls kein Tier eingegeben wird.

Pradikat istFisch(x) liefert wahr, falls x ein Fisch ist.
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Syntax der Pradikatenlogik erster Stufe

Definition 4.3 (Signatur)

Eine Signatur ist ein Paar S = (Funk, Prad) mit
@ Funk einer Menge von Funktionssymbolen f, g,... € Funk und
@ Prid einer Menge von Pradikatssymbolen p,q,... € Prad.

Jedes Funktions- und jedes Pradikatssymbol hat eine Stelligkeit k € N.
Schreibe auch f/ € Funk bzw. p/y € Prad, falls f bzw. p Stelligkeit k hat.
0-stellige Funktionen und Pradikate heiBen Konstanten.

v

Voraussetzungen:
® Funk und Prad seien entscheidbar, nicht notwendigerweise endlich.

@ Neben der Signatur gebe es eine abzdhlbare Menge V an Variablen.
Es seien V/, Funk, Prad paarweise disjunkt und enthalten nicht

“7/\7\/7%79737v7 P 7(7)'
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Syntax der Pradikatenlogik erster Stufe (Fort.)

Definition 4.4 (Syntax der Pradikatenlogik erster Stufe)
Sei S = (Funk, Prad) eine Signatur.
Die Menge Term(S) aller Terme (iber S ist induktiv definiert als

ti=x 1 f(t1,...,tk), wobei x € V und f/y € Funk.

Die Menge FO(S) der pradikatenlogischen Formeln erster Stufe iiber S ist
induktiv definiert als

AZZ:tlztglp(tl,...,tk) I
(‘!A) I (A1 A A2) I (Al V A2) I (A1 — A2) I (A1 > A2) I
(3xA) 1 (VxA)

mit t1, to, ..., tx € Term(S), p/x € Prid und x € V.

Nenne t; = tp und p(t1,...,tx) auch atomare Formeln.

v

Roland Meyer (TU Braunschweig) Einfiihrung in die Logik SoSe 2020 105 / 181



Syntax der Pradikatenlogik erster Stufe (Fort.)

Zur besseren Lesbarkeit:
o AuBere Klammern weglassen.
@ Prioritaten: -, A, V, —, <>

@ Vxi,...,xpA steht fiir Vxq(... (Vx,A)...)
3xi, ..., xpA steht fiir Ixq(... (IxpA)...)

o Fiir zweistellige Pradikats- und Funktionssymbole wird auch
Infix-Notation genutzt. Beispiel t; < t, statt < (t1, t2).
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Syntax der Pradikatenlogik erster Stufe (Fort.)

Definition 4.5 (Freie und gebundene Variablen)
In einer Formel (QxA) mit Q € {3,V} ist A der Geltungsbereich von Qx.

Ein Vorkommen einer Variablen x € V' in einer Formel heit gebunden,
falls es im Geltungsbereich eines Quantors @x vorkommt.

Sonstige Vorkommen einer Variablen heiBen frei.
Formeln ohne freie Vorkommen heiBen abgeschlossen.

Die Menge V/(A) enthilt die Variablen in A € FO(S). Ahnlich enthalten
FV(A) und GV/(A) die Variablen, die gebunden bzw. frei in A vorkommen.

v

Lemma 4.6
(a) Ist S entscheidbar, dann sind Term(S) und FO(S) entscheidbar.

(b) Zusammengesetzte Terme und Formeln lassen sich eindeutig zerlegen.

(c) Freie und gebundene Vorkommen lassen sich effektiv bestimmen.

v
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Semantik der Pradikatenlogik erster Stufe (Fort.)

Terme und Formeln sind syntaktische Objekte ohne Bedeutung.
Woas bedeutet ein Term? Was bedeutet eine Formel?

Definition 4.7 (Struktur)

Sei S = (Funk, Prad) eine Signatur. Eine Struktur der Signatur S, auch
S-Struktur genannt, ist ein Paar M = (D, I) bestehend aus

einer nicht-leeren Menge D, dem Datenbereich,

und einer Interpretation I der Funktions- und Pradikatssymbole aus S.
Dabei bildet / jedes f/ € Funk auf eine k-stellige Funktion

I(f): DX - D (schreibe auch ™ statt /(f))
und jedes p/x € Prad auf ein k-stelliges Pradikat ab:

I(p) : DX = B (schreibe auch p™ statt /(p)).

v
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Semantik der Pradikatenlogik erster Stufe (Fort.)
Annahme: Strukturen sind passend zu Signaturen gewahlt.

Beachte: Gleichheit ist ein logisches Symbol, nicht Teil der Signatur.
Wird nicht durch die Struktur interpretiert.

Definition 4.8 (Belegung)
Eine Belegung der Variablen in M = (D, I) ist eine Abbildung
oc:V —=D.

Die Modifikation o{x/d} von o ist die Belegung mit

o3/ d}y) = {j ey

(y), sonst.

Die Menge aller Belegungen wird mit DY bezeichnet.

v
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Semantik der Pradikatenlogik erster Stufe (Fort.)

Definition 4.9 (Semantik von Termen)

Die Semantik eines Terms t € Term(S) in M = (D, 1) ist eine Funktion

M([t] : DY — D,
die induktiv wie folgt definiert ist:

M[x](o) := o(x)
M[F(t1, ..., t6)](0) = FMM[t](0),..., M[t](0)).

Dabei ist M[t](c) der Datenwert von t in M unter Belegung o.
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Semantik der Pradikatenlogik erster Stufe (Fort.)

Definition 4.10 (Semantik von Formeln)
Die Semantik einer Formel A € FO(S) in M = (D, 1) ist eine Funktion

MI[A] : DY — B,
die induktiv wie folgt definiert ist:

Mty = (o) =1 gdw. M[t1](0) = M[t2](0)
Mp(ty, ..., t)](o) == pPMM[t](0), ..., M[t](o))

=, A, V, =, <> wie in der Aussagenlogik: M[-A](c) := 1 — M[A](o) etc.

M[3IxA](c) :=1 gdw. es gibt d € D mit M[A](c{x/d}) =1
M[VxA](c) :=1 gdw. fiir alle d € D gilt M[A](c{x/d}) = 1.

Nenne M[A](c) den Wahrheitswert von A in M unter Belegung o.

v
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Semantik der Pradikatenlogik erster Stufe (Fort.)

Lemma 4.11 (Koinzidenzlemma)

Betrachte A € FO(S), M = (D, 1) und 01,09 € DV. Falls 01(x) = 02(x)
fiir alle x € FV(A), dann gilt

M[A](01) = M[A](02)-

v

Insbesondere ist die Semantik M[A](c) geschlossener Formeln A € FO(S)
unabhingig von der Belegung o € DY

entweder gilt A unter allen Belegungen oder unter keiner.
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Semantik der Pradikatenlogik erster Stufe (Fort.)

Definition 4.12 (Erfiillbarkeit, Tautologie)
Seien A € FO(S), M = (D,I) und 0 € DV.
® Agilt in M unter o, in Zeichen M, o = A, falls M[A](c) = 1.

@ Falls A geschlossen, ist die Belegung nach Lemma 4.11 unerheblich.
Schreibe M = A und sage M ist ein Modell fiir A.

@ A ist eine Tautologie oder allgemeingiiltig, in Zeichen |= A, falls fiir
alle S-Strukturen M und alle Belegungen o € DY gilt: M, o = A.

@ Aist erfiillbar, falls es eine S-Struktur M und eine Belegung o € DV
gibt mit M, o = A.

Lemma 4.13
Formel A € FO(S) ist allgemeingiiltig gdw. —A unerfiillbar ist.
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Semantik der Pradikatenlogik erster Stufe (Fort.)

Definition 4.14 (Logische Aquivalenz)

Formeln A, B € FO(S) heiBen logisch 2quivalent, in Zeichen A =B, falls
fiir alle Strukturen M und alle Belegungen o gilt:

M[A](o) = M[B](0).

Lemma 4.15

Logische Aquivalenz ist eine Kongruenz: ersetzt man in einer Formel
A € FO(S) eine Teilformel B durch C =B, dann erhilt man A" E=HA.
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Semantik der Pradikatenlogik erster Stufe (Fort.)

Lemma 4.16 (Logische Aquivalenzen)

Seien A, B € FO(S). Dann gilt:

—VxA =3x-A —3xA =Vx-A (8)
VxA AVxB =Vx(A A B) IxAV IxB =3x(AV B)  (9)
VxVyA F=|VyVxA Ix3JyA = Jy3IxA. (10)

Falls auBerdem x ¢ FV(B), gilt

QxA op B = Qx(A op B) mit Q € {V¥,3} und op € {A,V}. (11)

v

Bemerkung: Aquivalenzen (8), (9) und (11) ziehen Quantoren nach auBen.

Bei der Verwendung logischer Aquivalenzen ist Vorsicht geboten:
VxAV VxB F=Vx(AV B) IXA N IxB = 3x(A N B).
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Substitution

Substitutionen ersetzen Variablen durch Terme.

Sie sind das syntaktische Gegenstiick zum semantischen Konzept der
Belegungen, genauer deren Modifikation.

Definition 4.17 (Substitution)
Eine Substitution der Signatur S ist eine endliche Abbildung

0:V — Term(S).

Substitutionen werden oft direkt angegeben als 0 = {xy/t1,...,x,/tn}.
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Substitution (Fort.)

Die Anwendung von Substitutionen auf Terme und Formeln vermeidet es,
neue Bindungen einzufiihren.

Definition 4.18 (Anwendung von Substitutionen)

Die Anwendung von 6 auf t € Term(S) liefert einen neuen Term
t0 € Term(S), der induktiv wie folgt definiert ist:

x0 = 0(x) f(ty,...,tg)0 = f(t16,...,t,0).
Fiir A € FO(S) liefert die Anwendung von ¢ die Formel A9 € FO(S) mit

(tl = t2)9 = 110 = t0 (‘!A)e = —\(AG)
p(ty, ..., tn)0 = p(t10,...,t,0) (A op B)f := Ab op Bb
(@x.A)0 == Qy(A{x/y}0),

wobei y ¢ V/(A) U Dom(0) U Ran(0).

v
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Substitution (Fort.)

Der Zusammenhang zwischen Substitutionen und der Modifikation von
Belegungen ist wie folgt:

Lemma 4.19 (Substitutionslemma)

M[A{x/t}](0) = MIAN(o{x/M[t](0)}). J

Der Beweis wird mittels Induktion tiber den Aufbau von Termen und
Formeln gefiihrt.

Korollar 4.20
i) Ist A€ FO(S) allgemeingiiltig, dann auch A{x/t}.
ii) Die Formel Vx.A — A{x/t} ist allgemeingiiltig.
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Substitution (Fort.)

Ahnlich zum Substitutionslemma erhilt man:

QxA = Qy(A{x/y}).

Bemerkung: Gebundene Umbenennung kann die Vorkommen von
gebundenen Variablen in einer Formel eindeutig machen.

Lemma 4.21 (Gebundene Umbenennung erhilt logische Aquivalenz) }
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Normalformen

Erzeuge Formeln von einfacherer Gestalt, fiir die sich Aussagen eher zeigen
und effizientere Algorithmen entwerfen lassen.

Pranexnormalform: Alle Quantoren auBen (bis auf logische Aquivalenz).
Skolemform: Pranexnormalform und auBerdem nur Allquantoren
(bis auf Erfiillbarkeitsdquivalenz).

Lemma 4.22 (Existentieller und universeller Abschluss)
Betrachte A € FO(S) mit FV(A) = {x1,...,xn}. Dann gilt

A ist allgemeingiiltig gdw. Vxi...Vx,.A ist allgemeingiiltig
A ist erfiillbar gdw. dxp...3x,.A ist erfiillbar.

Formel Vxq ...Vx,.A ist der universelle Abschluss von A.
Formel dxq ... 3x,.A ist der existentielle Abschluss von A.
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Normalformen (Fort.)

Eine Formel A € FO(S) heiBt bereinigt, falls
i) keine Variable frei und gebunden vorkommt und
ii) jede Variable hochstens einmal gebunden wird.

Durch wiederholte Anwendung gebundener Umbenennung in Lemma 4.21
kann man jede Formel bereinigen.

Lemma 4.23
Zu jeder Formel A € FO(S) gibt es eine bereinigte Formel B € FO(S) mit

A —|B.
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Normalformen (Fort.)

Nachstes Ziel: Ziehe Quantoren nach auBen.
Trick: Nutze Aquivalenzen aus Lemma 4.16.

Definition 4.24

Eine Formel der Gestalt A= Q1y1 ... Qnyn.B ist in Pranexnormalform,
wobei Q1,...,Q, € {V,3} und B quantorenfrei.

Sage A € FO(S) ist in BPF, falls A bereinigt und in Pranexnormalform ist.

Satz 4.25
Zu jeder Formel A € FO(S) gibt es eine Formel B € FO(S) in BPF mit
A =B.

Hinter dem Beweis (Tafel) verbirgt sich ein rekursiver Algorithmus.
Es dient dem Verstandnis, dieses Verfahren selbst herauszuarbeiten.
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Normalformen (Fort.)

Letzter Schritt: Eliminiere Existenzquantoren.
Trick: Stelle Schachtelung der Quantoren fiir alle y; ...y, gibt es ein z als
Funktion z = f(y1,...,yn) dar:

Vyi...Vy,3z.A ergibt Vyr... Yy, (A{z/f(y1,...,¥n)})-
Dabei ist f/, ein frisches Funktionssymbol aus der Menge Sko der
Skolemfunktionen. Frisch heiBt, Sko ist disjunkt von S.

Die Einfiihrung von Skolemfunktionen fiir existenzquantifizierte Variablen
wird Skolemisierung genannt.

Skolemisierung erhilt nur Erfiillbarkeitsiquivalenz, logische Aquivalenz
muss aufgegeben werden.

Skolemisierung geht zuriick auf Thoralf Albert Skolem (1887 — 1963).
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Normalformen (Fort.)

Definition 4.26 (Skolemformel)

Fiir eine Formel A € FO(S) in BPF ist die Skolemformel B € FO(S W Sko)
(wieder in BPF) durch folgendes Verfahren definiert:
while A hat Existenzquantoren do

Sei A=Vy;...Vy,3z.B mit B in BPF

Sei f/n € Sko ein Skolemsymbol auBerhalb von B

Setze A=Vy1 ... Vyn(B{z/f(y1,---,¥n)})
end while

Beachte: Skolemfunktionen werden von auBen nach innen eingefiihrt.

Satz 4.27 (Skolem)

Fiir jede Formel A € FO(S) in BPF und die zugehérige Skolemformel
B € FO(S W Sko) gilt:

A ist erfiillbar gdw. B ist erfiillbar.
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Das Allgemeingiiltigkeitsproblem

Untersuche Berechenbarkeit des Allgemeingiiltigkeitsproblems:

Gegeben: Eine Formel A € FO(S).
Frage: Ist A allgemeingiiltig?

Ziel: Allgemeingiiltigkeit ist vollstandig in der Klasse der
semi-entscheidbaren Probleme. Genauer:

Obere Schranke:
Allgemeingiiltigkeit ist semi-entscheidbar.

Untere Schranke:

Das Allgemeingiiltigkeitsproblem ist hart in der Klasse der
semi-entscheidbaren Probleme.

Insbesondere ist Allgemeingiiltigkeit unentscheidbar.
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Herbrand-Theorie

Um semi-Entscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit zu zeigen, nutze
A € FO(S) ist allgemeingiiltig gdw. —A ist unerfiillbar.
Ziel: Unerfiillbarkeit ist semi-entscheidbar.

Problem: Bei der Wahl von M = (D, /) ist der Datenbereich beliebig.
@ Keine Aussage iiber die Machtigkeit von D.
@ Keine Information iiber die Struktur von /.

Wie soll man Strukturen aufzdhlen und auf Modelleigenschaft priifen?

Kernbeitrag: Die Suche nach Modellen kann auf kanonische Strukturen
eingeschrankt werden.

Um ein Modell fiir A zu finden, geniigt es, in folgendem Datenbereich zu
suchen

D4, = Alle variablenfreien Terme iiber Signatur S.
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Herbrand-Theorie (Fort.)

Annahme: FO7(S) mit S = (Funk, Prid), wobei Funk eine Konstante
enthalt.
Definition 4.28 (Herbrand-Struktur)

Eine Struktur H von S heiBt Herbrand-Struktur, falls H = (Dy, ly).
Dabei ist Dy die kleinste Menge, fiir die gilt:

i) Falls a/g € Funk, dann a € Dy
i) Falls f/, € Funk und t1,...,t, € Dy, dann f(t1,...,t,) € Dy.

Die Interpretation ly(f) : Dj, — Dy, der Funktionssymbole f/, € Funk ist
festgelegt als

by (F)(t1, ... tn) == F(t1, ..., tn).

Die Interpretation der Pradikatssymbole ist noch offen, eine
Herbrand-Struktur muss nur diesen beiden Einschrankungen geniigen.
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Herbrand-Theorie (Fort.)

Gegeben sei eine geschlossene Formel A € FO7(S). Eine
Herbrand-Struktur H mit H = A heiBt auch Herbrand-Modell von A.

Satz 4.29 (Herbrand)

Sei A € FO7(S) eine geschlossene Formel in Skolemnormalform. Dann gilt:

A ist erfiillbar gdw. A hat ein Herbrand-Modell.

Korollar 4.30 (Satz von Lowenheim-Skolem)

Sei A € FO(S) erfiillbar. Dann besitzt A ein Modell M = (D, 1), dessen
Datenbereich D abzahlbar ist.
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Semi-Entscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit

Definition 4.31 (Herbrand-Expansion)

Sei A=Vy;...Vy,.B € FO7(S) geschlossen und in Skolemnormalform.
Dann ist die Herbrand-Expansion E(A) von A definiert als

E(A) = {B{y1/t1}.. . {yn/ta} | t1,... ta € Dy}

Es werden also alle Variablen in B durch Terme in Dy ersetzt.

Beobachtung:

@ Die Formeln in E(A) lassen sich wie aussagenlogische Formeln
behandeln, da sie keine Variablen enthalten.

@ Betrachte Herbrand-Struktur zur Interpretation der Formeln in E(A).
@ Sie gibt Wahrheitswerte der aussagenlogischen Variablen in E(A) an.
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Semi-Entscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit (Fort.)

Satz 4.32 (Godel-Herbrand-Skolem)

Fiir eine geschlossene Formel A € FO7(S) in Skolemnormalform gilt:

A ist erfiillbar gdw. E(A) ist aussagenlogisch erfiillbar.

Intuition: Die pradikatenlogische Formel A wird durch die
aussagenlogischen Formeln in E(A) approximiert.

Kombiniere Satz 4.32 mit dem Kompaktheitssatz der Aussagenlogik.
Korollar 4.33

Eine geschlossene Formel A € FO7(S) in Skolemnormalform ist unerfiillbar
gdw. es eine endliche Teilmenge von E(A) gibt, die unerfiillbar ist.
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Semi-Entscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit (Fort.)

Damit folgt semi-Entscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit:
A € FO(S) ist allgemeingiiltig gdw. —A ist unerfiillbar.

Uberfiihre —A in eine geschlossene Formel B € FO7 (S W Sko) in
Skolemnormalform.

Obige Argumentation liefert den Algorithmus von Gilmore, der
Unerfiillbarkeit von B semi-entscheidet.
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Semi-Entscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit (Fort.)

Algorithmus von Gilmore:

Input: A € FO7(S & Sko) geschlossen und in Skolemnormalform.
Sei E(A) = {A1, Ay, ...} eine Aufzdhlung von E(A).
n:=1
while A1 A ... A A, ist aussagenlogisch erfiillbar do
n:=n+1
end while
return unerfiillbar

Mit Korollar 4.33:
Terminiert und liefert korrektes Ergebnis auf unerfiillbaren Formeln.
Terminiert nicht auf erfiillbaren Formeln.

Satz 4.34

Das Allgemeingiiltigkeitsproblem ist semi-entscheidbar.

|
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Semi-Entscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit (Fort.)

Beachten Sie, dass aus Semi-Entscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit
nicht mittels Negation der Formel die Entscheidbarkeit folgt:

£ A st nicht dquivalent zu | —A.

Nur Letzteres ldsst sich mittels Herbrand-Expansion priifen.

Zeige nun tatsichlich Unentscheidbarkeit der Allgemeingiiltigkeit.
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Untere Schranke fiir Allgemeingiiltigkeit

Ziel: Das Allgemeingiiltigkeitsproblem ist hart in der Klasse der
semi-entscheidbaren Probleme.

Das heiBt, jedes semi-entscheidbare Problem besitzt eine many-one
Reduktion auf Allgemeingiiltigkeit.

Konsequenz: Allgemeingiiltigkeit ist unentscheidbar (Halteproblem).

Definition 4.35 (Many-one Reduktion)

Eine many-one Reduktion eines Problems P; auf ein Problem P, ist eine
totale und berechenbare Funktion f : P; — P>, die Instanzen des Problems
Py auf Instanzen des Problems P, abbildet, so dass

Instanz K von P; hat Lésung gdw. Instanz f(K) von P, hat Losung.

v
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Untere Schranke fiir Allgemeingiiltigkeit (Fort.)

Wie beweist man Harte von Allgemeingiiltigkeit? Es ist eine
allquantifizierte Aussage.

Betrachte ein bereits als hart bekanntes Problem. Wahle hier das
Postsche Korrespondenzproblem (PCP).

Gib eine many-one Reduktion von PCP auf Allgemeingiiltigkeit an.

Warum zeigt diese Reduktion Harte von Allgemeingiiltigkeit?

Sei P ein semi-entscheidbares Problem und fp dessen Reduktion auf PCP.
Reduktion fp existiert, da PCP hart ist.

Sei f die Reduktion von PCP auf Allgmeingiiltigkeit, die noch zu finden ist.
Dann gilt:

P pcp £ Allgemein impliziert P fofe, Allgemein.
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Das Postsche Korrespondenzproblem

Gegeben: Eine endliche Folge von Wortpaaren

((Xl’)/1)’ ceey (Xm)/n)) mit Xi, Yi € {0’ 1}+'

Frage: Gibt es eine nicht-leere Folge i1,..., ik € {1,...,n} mit

X,'l...X,'k :y,-l...y,-k.

Eine gegebene Folge von Wortpaaren ist eine PCP-Instanz K.
Eine Folge von Indizes i1, ..., ik, die obiger Gleichheit geniigt, heiBt
L6ésung der Instanz K.

Satz 4.36 (Post 1946)
PCP ist vollstandig in der Klasse der semi-entscheidbaren Probleme, also
(a) PCP ist semi-entscheidbar und

(b) jedes semi-entscheidbare Problem besitzt eine many-one Reduktion
auf PCP. Insbesondere ist PCP also unentscheidbar.

v
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Untere Schranke fiir Allgemeingiiltigkeit (Fort.)

Satz 4.37 (Church)

Das Allgemeingiiltigkeitsproblem ist hart — und mit Satz 4.34 also
vollstandig — in der Klasse der semi-entscheidbaren Probleme.

Korollar 4.38
Das Allgemeingiiltigkeitsproblem ist unentscheidbar.
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Kompaktheitssatz der Pradikatenlogik erster Stufe

Definition 4.39 (Semantik von Formelmengen)
Sei S eine Signatur, ¥ C FO(S), M = (D,!) und o € DV.

(i) X gilt in M unter o, in Zeichen M, o |= ¥, falls fiir alle A € X gilt
M[A](e) = 1.

(i) 2 ist erfiillbar, falls es M und o gibt mit M,o = X.

Satz 4.40 (Kompaktheitssatz)

Eine Formelmenge ¥ C FO(S) ist erfiillbar gdw. jede endliche Teilmenge
von X erfiillbar ist.
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Logische Folgerung

Definition 5.1 (Logische Folgerung)

Formel A € FO(S) ist eine logische Folgerung aus ¥ C FO(S), in Zeichen
¥ |= A, falls fiir alle M und o gilt:

M,oc =X impliziert M,o = A.
Die Menge der Folgerungen aus ¥ ist
Folg(X):={A€ FO(S) | X E A}

Formelmengen ¥ C FO(S) und I' C FO(S) sind dquivalent, in Zeichen
Y =T, falls

SEAfirale AcT  und T Bfiralle BEY.
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Logische Folgerung (Fort.)

Bemerkung 5.2

(a) X = A gdw. X U{-A} nicht erfiillbar.

(b) 0 =A gdw. = A, also A ist allgemeingiiltig.

(c) X nicht erfiillbar gdw. X = A fiir alle A € FO(S).
(d) FallsT CX undT = A, dann X = A.

(e) FallsT =X, dann ist I erfiillbar gdw. ¥ erfiillbar ist.
(f) Falls T =X, dann Folg(I') = Folg(X).

() AE=B gdw. AEBundBEA gdw. A B gdw.
M[A](e) = M[B](o) fiir alle M, o.

(h) Falls A=|B, dann X = A gdw. ¥ &= B.
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Beispiele

Beispiel 5.3
i) VXAE A
Spezialfall von VxA — A{x/t} allgemeingiiltig.
i) Im Allgemeinen ist A = VyA mit y € FV(A) nicht giiltig.
Sei A= p(y) und M = ({0,1},/) mit /(p)(a) =1 gdw. a = 0.
Dann M[YyA] = 0, betrachte {y/1}.
i) = 3x(p(x) = Vxp(x))
Sei M = (D, ). Es gilt M[3x(p(x) — Vxp(x))] =1, falls
es gibt d € D mit I(p)(d) = 0 oder
fiir alle d € D gilt I(p)(d) = 1.

Eines von beiden gilt.
iv) Vx(A — B) = VxA — VxB
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Logische Folgerung (Fort.)

Satz 5.4 (Wichtige Satze)

Seien T C FO(S) und A, B € FO(S).
Deduktionstheorem [LAE=B gdw. TEA— B
Modus-Ponens-Regel TE=AundlT'=EA— B, dannT =B
Kontrapositionsregel LA -B gdw. I,BE-A

Generalisierungstheorem
Kommt x € V in keiner Formel von I frei vor, dann
FrN=A gdw. TEVxA
Insbesondere: A |=Vx A bzw. = A — Vx A,
falls x nicht frei in A vorkommt. |
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Logische Folgerung (Fort.)

Beispiel 5.5 (Anwendung der Satze)

a) = 3IxVyA — Vy3xA
gdw. IxVyA E Vy3dxA Deduktionstheorem
gdw. IxVyA = IxA Generalisierungstheorem
gdw. —Vx—VyA|= -Vx-A Bemerkung 5.2 (logische Aquivalenz)
gdw. Vx—A E Vx—VyA Kontrapositionsregel
gdw. Vx—AE —VyA Generalisierungstheorem
gdw. {Vx—A,VyA} nicht erfiillbar

b) Variante von Kongruenz
A’ entstehe aus A durch erlaubte (beachte Quantoren) Ersetzung
einiger Vorkommen von x durch y. Dann gilt

EVxVy(x =y — (A A)).

Beispiel: VxVy(x = y — (f(x,y) = g(x) & f(y,y) = g(x))

v
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Das deduktive System F

Ziel: Konstruiere ein geeignetes deduktives System F(Ax, R) fiir die
Pradikatenlogik erster Stufe.

Geeignet: Korrektheit (=) und Vollstandigkeit (<)
HFA gdw. A
EA gdw. [
r IJ—__ A gdw. YEA

Die Definition von System F zusammen mit dem Beweis der
Vollstandigkeit ist ein groBer Beitrag von Kurt Godel (1906 — 1978).
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Das deduktive System F (Fort.)
Sei FOy(S) die Teilmenge der Formeln aus FO(S) iiber -, —,V, =.

Definition 5.6 (Deduktive Systeme )

Das deduktive System 7 (Ax, R) fiir FOo(S) besteht aus den Axiomen,
die als Generalisierungen der durch folgende Schemata beschriebenen
Formeln gewonnen werden konnen:

Ax1: Aussagenlogische Tautologien

Ax2: Vx A— A{x/t}

Ax3: Vx(A— B)— (Vx A— Vx B)

Axd: A —Vx A, falls x ¢ FV(A)

Ax5: x =x

Ax6: x =y — (A— A’), wobei A" aus A durch Ersetzen

einiger freier Vorkommen von x durch y entsteht (sofern erlaubt).

Das einzige Regelschema ist Modus Ponens: W

v
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Das deduktive System F (Fort.)

Definition 5.7 (und Bemerkung)
Seien A € FO(S) und {x1,...,x,} € FV(A). Die Formel

Vxq...Vx,.A

ist eine Generalisierung von A.

Mit Satz 2.13 lassen sich alle aussagenlogischen Tautologien aus drei
Axiomenschemata mit Modus Ponens herleiten.
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Deduktionstheorem und Generalisierungstheorem

Satz 5.8
Seien I C FO(S) und A, B € FO(S).
a) Deduktionstheorem

rN-A—-B gdw. AEB
F F

b) Generalisierungstheorem:

Falls T IJ—r A und x nicht frei in T vorkommt, so ' ;Vx A

c) Kontrapositionstheorem:

MAF-B  gdw. T,BF-A.

Es gelten also fiir System F die fiir das deduktive System Fy der
Aussagenlogik bekannten Satze.
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Konsistenz

Definition 5.9

Eine Formelmenge I' C FO(S) heiBt konsistent, falls es kein A € FO(S)
gibt mit [ IJ—__ Aund ' I;_ —A.

Bemerkung 5.10
o [ st konsistent gdw. jede endliche Teilmenge von I konsistent ist.
o Ist [ inkonsistent, dann gilt T ;A fiir jede Formel A.

Gilt T = A, dann ist T U {—A} inkonsistent.
Ist T inkonsistent, so ist [ nicht erfiillbar.

Die Menge der allgemeingiiltigen Formeln ist konsistent.

Die Menge der Theoreme von F ist konsistent.
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Das deduktive System F (Fort.)

Satz 5.11 (Korrektheit und Vollstandigkeit von F, Godel)
Seien A € FO(S) und ¥ C FO(S), dann gilt:

a) I;_A gdw. E A.

b) TEA gdw. Tl A

c) X konsistent gdw. X erfiillbar.

Der Satz der Pradikatenlogik!

Beweis:

Korrektheit: Ax enthélt nur allgemeingiiltige Formeln und (MP) fiihrt
nicht aus der Menge der allgemeingiiltigen Formeln hinaus.

Vollstandigkeit: Siehe Enderton. m
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Theorien erster Stufe

Betrachte geschlossene Formeln aus FO,4p,(S).

Definition 5.12

Sei S eine Signatur. Eine Formelmenge I' C FO,u,(S) heiBt Theorie
erster Stufe, falls I abgeschlossen gegeniiber logischer Folgerung ist:

A€ FOupg(S) und T [=A impliziet Ael.

Nutze T als Bezeichner fiir Theorien.

Alternative Definitionen in der Literatur:

@ I Menge an Formeln aus FO(S) anstatt FO,ug(S), abgeschlossen
gegen logische Folgerung.

@ [ Theorie, falls ' abgeschlossen gegen MP und Generalisierung.
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Theorien erster Stufe (Forts.)

Bemerkung 5.13
Sei S eine Signatur.
a) Ts ={A € FO.g(S) | A allgemeingiiltig} ist eine Theorie.

b) Sei ¥ C FO,p(S). Dann ist Ty = {A € FO.ps(S) | ¥ = A} die
von X erzeugte Theorie oder durch die Axiome ¥ definierte Theorie.

c) Sei M eine Struktur der Signatur S. Dann ist

Tm={A€ FO.(S) | MEA}

die Theorie von M. Es ist auch Th(M) als Symbol iiblich.
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Theorien erster Stufe (Forts.)

Lemma 5.14 (und Definition)
(i) Ist T eine Theorie und A € FO,pg(S), dann gilt

TEA gdw. AeT.
-F
(i) Theorie T heiBt inkonsistent, falls es eine Formel A € FO,pg(S) gibt
mit T l;_ Aund T I;_ —A. In dem Fall gilt T = FO_.,(5).

(iii) Taq ist konsistent fiir jede Struktur M.
(iv) Ts ist in jeder Theorie iiber S enthalten.
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Theorien erster Stufe (Forts.)

Definition 5.15

Sei T eine Theorie erster Stufe iiber Signatur S.

a) T heiBt vollstandig, falls fiir jede Formel A € FO,pg(S) gilt:
AcToder-AcT.

b) T heiBt (endlich, aufzdhlbar) axiomatisierbar, falls es eine
(endliche, aufzahlbare) Teilmenge ¥ C FO,5g(S) gibt mit

Ts=T.

c) T heiBt entscheidbar, falls T eine entscheidbare Teilmenge von
FOabg(S) ist.
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Theorien erster Stufe (Forts.)

Bemerkung 5.16

(a) Taq ist vollstandig fiir jede Struktur M.
Mit Lemma 5.14 ist T, also konsistent und vollstiandig.

(b) T ist erfiillbar gdw. T ist konsistent.
(c) Ist T aufzdhlbar axiomatisierbar, dann ist T aufzihlbar.

(d) Ist T vollstindig und aufzihlbar axiomatisierbar, dann ist
T entscheidbar.

(e) Ist T vollstindig und konsistent, dann T = T4 fiir eine Struktur M.
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Axiomatisierung

Ziel: Finde Axiomatisierungen wichtiger Theorien.

Insbesondere: Wann gilt Thq = Ty fiir ¥ aufzdhlbar.
Motivation: Entscheidbarkeit!

Problem: Wann ist Ty vollstiandig fiir aufzihlbare X7
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Axiomatisierung (Presburger)

Betrachte die Signatur der Arithmetik ohne Multiplikation:

Spa = ({0/0? 1/0? +/2}? {:/2})

Die zugehdrige Struktur Mpa = (N, Ipa) mit der erwarteten Interpretation
wird Presburger-Arithmetik genannt.

Sei L pa die Menge der folgenden Axiome, mit (Induktion) ein Schema:

Vx :
Vx
VxVy :
VxVy :

-(x+1=0) (Null)
x+0=x (Plus Null)
x+l=y+1l=x=y (Nachfolger)
x+(y+1)=(x+y)+1 (Plus Nachfolger)

A0) A (Vx 1 A(x) = A(x + 1)) = Vx : A(x), (Induktion)

wobei A € FO(Spa) eine Formel mit einer freien Variablen ist.
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Axiomatisierung (Presburger)

Satz 5.17 (Vollstandige Axiomatisierung der Presburger-Arithmetik)
Es gilt Tatp, = Txps- Da Xpa aufzahlbar ist, ist Tpy,, entscheidbar. J

Vollstandigkeit der Axiomatisierung ist anspruchsvoll.
Entscheidbarkeit folgt mit Bemerkung 5.16(d).

Es lassen sich also geschlossene Formeln aus FO(Spa) automatisch auf
Giiltigkeit in Presburger-Arithmetik priifen.

Zum Beispiel:
YwVxdydz:x+2y+3w=2z+13 7

Man beachte die Quantoren und vergleiche mit GauB-Elimination.
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Axiomatisierung (Godel und Peano)

Betrachte die Signatur der vollen Arithmetik:

Sarith = ({0/0, Vo, +/2, /2}, {=/2})-

Die zugehorige Struktur Magitn = (N, lasien) mit der erwarteten
Interpretation wird (First-Order-)Arithmetik genannt.

Satz 5.18 (Godel)
T My, 1St nicht entscheidbar.
Konsequenz 1: Ty, ist nicht aufzdhlbar axiomatisierbar.

Konsequenz 2: Jedes aufzahlbare Axiomensystem fiir Tpq,,, ist
unvolistandig.

Die Konsequenzen ergeben sich aus Bemerkung 5.16(a) und (d).
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Axiomatisierung (Godel und Peano)

Insbesondere sind die Peano-Axiome ¥ p.,n0 keine vollstindige
Axiomatisierung von Taq, .-

Vx:=(x+1=0) (Null)
Vx:x+0=x (Plus Null)
VxVy : x+1l=y+1—->x=y (Nachfolger)
UxVy ix+(y+1)=(x+y)+1 (Plus Nachfolger)
A(0) A (¥x : A(x) = A(x + 1)) = Vx : A(x) (Induktion)
Vx:x-0=0 (Mal Null)
VxVy :x-(y+1)=x-y+x (Mal Nachfolger)

Es gibt also geschlossene Formeln A € FO(Sayitn) mit Ma,ien = A, fiir die
Y peano = A nicht gilt.

Wie kann das sein? Ty, besitzt Nicht-Standard-Modelle!
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Axiomatisierung (Arrays)

Gegeben seien Funktionen fiir Lese- und Schreibzugriffe auf Arrays:

Smec = ({read/>, write/3}, {=/2}).
Betrachte McCarthys Array-Axiome 2 jc:

Vx:x=x (Reflexivitat)
VxVy:x=y > y=x (Symmetrie)
UXVyWz : x=yAy=z—>x=2z (Transitivitat)
Vavivj: i =j — read(a, i) = read(a,j) (Array-Kongruenz)
VavvVivj : i = j — read(write(a, i, v),j) = v (Read-Write 1)

VavvVivj : i # j — read(write(a,i,v),j) = read(a,j). (Read-Write 2)

Satz 5.19

Ts,,.c st nicht entscheidbar, insbesondere also nicht vollstandig.
Entscheidbare Fragmente sind aktives Forschungsgebiet, Aaron Bradley'06.
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Algorithmen der Pradikatenlogik

Ziel: Praktische Semi-Entscheidungsverfahren fiir Unerfiillbarkeit.
Anwendungen:

Allgemeingiiltigkeit: = A gdw. —A unerfiillbar.
Logische Folgerung: X = A gdw. X U{-A} unerfiillbar.

Idee: Systematische Version des Algorithmus von Gilmore.

Erzeuge gezielt Grundformeln, um Widerspriiche herzuleiten.
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Semantische Tableaus

Betrachte geschlossene Formeln in FO7(S), also Formeln ohne =.

Definition 6.1

Formeln aus FO7(S) lassen sich in Klassen einteilen:
o (Negierte) atomare Formeln: p(ti, ... tn), 2p(ts, ..., tn).
o a-Formeln: ANB, =(AV B), =(A— B), =—A.
@ [-Formeln: -(AAB), (AVB), (A— B).

o v-Formeln: VXA, —3XA.
@ J-Formeln: IxA, ~VXA.

4
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Semantische Tableaus (Fort.)

Tableau-Konstruktion:
o, f-Formeln: Wie gehabt.

~-Formeln:

~y ‘ Vx A ‘ -3x A
Yt | Alx/t} [ -A{x/t},

wobei t ein Grundterm ist, also keine Variablen enthilt.

o-Formeln:
1) ‘ dx A ‘ —Vx A

o] [ A{x/c} | =A{x/c},

wobei ¢ eine Funktionskonstante und frisch fiir den Ast ist.
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Semantische Tableaus (Fort.)

Bemerkung zur Konstruktion:

d-Formeln Miissen nur einmal "erfillt” werden.

Losungen von §-Formeln diirfen nicht eingeschrankt werden:

ein x mit Eigenschaft A muss nicht als y mit Eigenschaft B
funktionieren.

~v-Formeln Miissen fiir alle Objekte, die eingefiihrt werden, gelten.
Werden also immer weiter betrachtet.

Intuition: Systematische Konstruktion eines Herbrand-Modells:

@ ¢-Formeln werden mit Skolemisierung behandelt.
Fiihre soviele Konstanten ein, wie notwendig ist.

@ Waihle als Datenbereich die Terme iiber den Konstanten.

@ Falls die Signatur keine Funktionssymbole enthilt,
sind das gerade die Konstanten.
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Semantische Tableaus (Fort.)

Die Beweise von Korrektheit und Vollstandigkeit sind analog zum Fall
der Ausssagenlogik.

Lemma 6.2

Sei A € FO7(S) geschlossen und T ein Tableau fiir A. Dann gilt

A ist erfiillbar gdw. 3 Astl € 7:T ist erfiillbar.
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Semantische Tableaus (Fort.)

Definition 6.3
Eine Menge geschlossener Formeln I' C FO(S) heiBt vollstéandig, falls
@ fiir jede a-Formel in " gilt a1,ap €T
© fiir jede S-Formel in " gilt 51 € [ oder B € T
Q fiir jede y-Formel in T gilt y[t] € T fiir alle t € Dyy(s)
Q fiir jede 0-Formel in I gibt es ein t € Dy sy mit o[t] € T.
Die Menge heit abgeschlossen, falls es ein B € FO(S) gibt mit
B,—B € T. Sonst heiBt I' offen.

v

Beachte: Eingefiihrte Konstanten sind in der Signatur S und somit auch in
den Termen Dj(s) enthalten.

Lemma 6.4 (Hintikka)

Sei I C FO7(S) vollstandig. Dann ist T erfiillbar gdw. T offen ist.
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Semantische Tableaus (Fort.)

Satz 6.5
Seien A € FO(S) und X C FO(S).
a) = A gdw. es gibt ein abgeschlossenes Tableau fiir —A.
b) X =A gdw. es gibt ein abgeschlossenes Tableau fiir ¥ U {—A}.

Eine systematische Tableau-Konstruktion garantiert, dass alle Aste
vollstandig sind (ggf. unendlich).

S, o 8 v, B
Idee einer systematischen Tableau-Konstruktion: t _ t . . |

Mit der Annahme einer systematischen Tableau-Konstruktion erhilt man
ein Semi-Entscheidungsverfahren fiir Allgemeingiiltigkeit.

Satz 6.6

Falls A € FO(S) allgemeingiiltig ist, wird von der systematischen
Tableau-Konstruktion ein geschlossenes Tableau fiir —A erstellt.
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Semantische Tableaus (Fort.)

Tableaus sind kein Entscheidungsverfahren fiir Allgemeingiiltigkeit.
Siehe Unentscheidbarkeit in Satz 4.37.

Da das Verfahren korrekt und vollstindig ist, terminiert es ggf. nicht.
Dy(sy kann unendlich sein: Funktionssymbole.

Heuristik zur Konstruktion endlicher Modelle:
Weiche Forderung frisch bei §-Formeln auf.
@ Erst existierende Konstanten verwenden.

o Falls diese Wahl zu Widerspriichen fiihrt, fiihre neue Konstanten ein.
@ Sonst Modell gefunden.
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Beispiele zur Wiederverwendung von Konstanten

Gibt es Modelle fiir {3x —p(x, x),Vx3y p(x,y)}?
Jz —p(z, x)

Va3y p(z,y)
—-p(a,a)

Jy pla,y)

p(a,b)

Jy p(b,y)

p(b,c)
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Beispiele zur Wiederverwendung von Konstanten (Fort.)
Verwende Konstante a wieder:

3z —p(z, )

Va3y p(x,y)

—p(a,a)

Jy p(a,y)

p(a,b)

Jy p(b,y)

p(b,a)

Es gibt also eine Struktur mit zwei Elementen {a, b}, die Modell ist.
Interpretation des Pradikats:

p(x,y)|a b
a 0 1
b |1
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Beispiele zur Wiederverwendung von Konstanten (Fort.)
Gilt = Vx(p(x) V q(x)) = (Vxp(x) V ¥xq(x)) ?

(Ve (pla) V a(x)) = (Yo plz) V V2 q(2)))

va (@) V g())

(V2 p(z) V vz ¢(2))

—Va p(z)

vz ¢()

—p(a)

—q(b)

M= ({a,b}, I(p)(a) =1(q)(b) =0, [(p)(b) =1(q)(a) =1)
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Idee pradikatenlogischer Resolution

Ziel: Praktisches Semi-Entscheidungsverfahren fiir Unerfiillbarkeit
basierend auf dem Algorithmus von Gilmore:

Um Unerfiillbarkeit von A =Vx; ...Vx,.B € FO(S) in Skolemform
zu zeigen, zeige Unerfiillbarkeit der Herbrand-Expansion E(A).

Beispiel: Sei A = Vx.p(x) A —p(f(x)) tber S = ({a/o, f/1},{p/1})
Dann

E(A) = {p(a) A =p(f(a)), p(f(a)) A —p(f(f(a))), ..}

Kernbeobachtung: Da A=Vxy...Vx,.B mit B in KNF, lasst sich
Unerfiillbarkeit von E(A) mittels aussagenlogischer Resolution priifen:

{p(a)}  {=p(f(a))} {p(f(a))}  {-p(f(f(a)))}
N
N
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|dee pradikatenlogischer Resolution (Fort.)

Beobachtung: Bereits die Substitutionen {x/a} und {x/f(a)} liefern
unerfiillbare Formelmenge.

Es werden aber schon zwei Klauseln generiert, die fiir die Herleitung der
leeren Klausel LI nicht bendtigt werden.

Idee: Generiere geeignete Substitution fiir jede Klausel in B — individuell.

Wende die Substitution nur auf diese Klausel an, nicht auf ganz B.

Am Beispiel:

Klauseln in B {p(x)} {-p(f(x))}
Grundsubstitutionen L {x/f(a)} 1 {x/a}
Entsprechende Grundinstanzen {p(f(a))} {-p(f(a))}
der Klauseln in B Ny N

L
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|dee pradikatenlogischer Resolution (Fort.)

Problem: Algorithmische Suche nach Grundinstanzen zur Herleitung der
leeren Klausel L.

@ Systematisches Probieren der Grundsubstitutionen — aufwendig.

@ Vorausschauende Entscheidung fiir Grundsubstitutionen, damit spater
benotigte Resolutionen moglich — schwierig.

Ansatz: Fiihre Substitutionen zuriickhaltend aus — nur sofern sie
fiir den nachsten Resolutionsschritt notwendig sind.

Am Beispiel:
{p(x); ~q(g(x))} {=p(f(¥))}

N  {x/f(y)}
{~ale(f(y))}
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|dee pradikatenlogischer Resolution (Fort.)

Am Beispiel:

{p(x),~a(g(x))} {=p(f(y))}
N < Ax/E(y)}
{~ale(f(y))}
Was passiert?

Erzeuge pradikatenlogische Resolvente aus pradikatenlogischen Klauseln.

Resolutionsschritt kommt mit Substitution, die Literale in
Ausgangsklauseln komplementdr macht.

Fiihre Substitutionen zurlickhaltend aus, kein Anlass fiir
Grundsubstitutionen.
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Unifikation

Ziel: Berechne Unifikator — eine Substitution, die eine Menge von
Literalen identisch macht.

Am Beispiel: Fir {p(x), p(f(y))} sind

©1 = {x/f(y)} und ©2={x/f(a),y/a}
Unifikatoren. Aber ©, substituiert mehr als notwendig.

Definition 6.7 (Unifikator)

Eine Substitution © : {x1,...,xp} = {t1,..., ts} ist Unifikator einer
Menge von Literalen {L;,...,L,}, falls

LLe=...=L,0.

Existiert ©, heift die Literalmenge unifizierbar.
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Unifikation (Fort.)

Definition 6.7 (Unifikator (Fort.))

Ein Unifikator © von {L, ..., L,} heiBt allgemeinster Unifikator, falls fiir
jeden Unifikator © von {Ly,...,L,} eine Substitution © existiert, so dass
o' = 6.

Anschaulich gilt mit einem allgemeinsten Unifikator:

A2 a0
o\ 16 fir jede Formel A € FO(S).

AQ' = AGO

Satz 6.8 (Unifikation, Robinson)

Jede unifizierbare Menge von Literalen besitzt einen allgemeinsten
Unifikator.
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Unifikationsalgorithmus

Input: {Ly,...,L,}.

0= {)
while 3i,j : L;© # L;0 do
Durchsuche Literale 110, ..., L,© von links nach rechts,
bis erste Position gefunden, an der L,© # L,0.
if keines der Zeichen Variable then
return nicht unifizierbar
end if
let x = die Variable
let t = der Term in dem anderen Literal
if x € V(t) then //Occur-Check
return nicht unifizierbar
end if
© = 0{x/t}
end while
return ©

Bei positiver Terminierung ist © ein allgemeinster Unifikator.
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Resolution

Definition 6.9 (Resolvente)

Seien Ki, Ky pradikatenlogische Klauseln mit disjunkten Variablen.
Falls es Literale Ly,...,Ly, € Ky und Lf,..., L), € K> gibt, so dass

(T, T Ly L)
unifizierbar ist mit allgemeinstem Unifikator ©, dann heiBt

R:= ((Ki\{L1,..-, Lm}) U (K2 \ {L], ..., [,}))©

pradikatenlogische Resolvente von K; und Kb.
Notation: K1, Ko F R oder
Res

Bemerkung: Aussagenlogische

Resolution ist ein Spezialfall

Ki K> mit m=n=1und © = {}.
N 0

R
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Resolution (Fort.)

Am Beispiel:

{p(f(x)), ~a(2), p(2)} {=ply), r(g(y), a)}
N v ©={z/f(x),y/f(x)}
{=a(f(x)), r(g(f(x)), a)}

Satz 6.10 (Korrektheit und Widerlegungsvollstandigkeit, Robinson)

Sei A=Vxy...¥x,.B € FO(S) geschlossen und in Skolemform mit B in
KNF. Dann ist A unerfiillbar gdw. B RI— L.
€es

Beachte: Das Verfahren muss nicht terminieren.
Unerfiillbarkeit ist unentscheidbar.
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Zum Beweis der Widerlegungsvollstandigkeit

Beweisansatz: Reduziere pradikatenlogische Resolution auf
(aussagenlogische) Grundresolution (oben vorgestellt).

Technik: Aussagenlogische Resolutionen von Grundinstanzen kdnnen
geliftet werden in pradikatenlogische Resolutionen:

Falls Ki K>, dann Ki K>
1 \ N
K1 K} R
N il
R R’

Lemma 6.11 (Lifting-Lemma)

Seien K1, Ky pradikatenlogische Klauseln und Ki, K5 Grundinstanzen mit
aussagenlogischer Resolvente R'.

Dann gibt es eine pridikatenlogische Resolvente R aus K1, Ko, so dass R’
Grundinstanz von R ist.
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