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Aufgabe 8.1 (Funktionssymbole und Herbrand-Expansion — 84848 = 24Pkt)
Sei S eine Signatur mit endlich vielen Funktions- und Prédikatssymbolen, in der keine
Funktionssymbole vorkommen, deren Stelligkeit grofer als 0 ist. Sei A € FO*S eine
abgeschlossene Formel in Skolemform, in der keine Gleichheit vorkommt.

a) Zeigen Sie, dass die Herbrand-Expansion von A endlich ist.
b) Geben Sie ein Verfahren an, das entscheidet, ob A erfiillbar ist.

c¢) Viele Algorithmen, die Unerfiillbarkeit von priadikatenlogischen Formeln tiberpriifen,
erwarten, dass die Formel sogar in Klauselform (auch Klauselnormalform genannt)
ist.
Eine Formel A € FO7 S ist in Klauselform, wenn sie abgeschlossen und in Skolemform
ist, d.h. A=Vx;...Vx,: B, wobei in B keine Quantoren vorkommen. Zuséatzlich
ist B in der préadikatenlogischen Entsprechung der konjuktiven Normalform (KNF):

B ist eine Konjunktion von Klauseln B = K; A ... A K,,, wobei eine Klausel
K eine Disjunktion von Literalen ist, K = L; v ... v K,,. Ein Literal L ist
ein Pradikatssymbol angewandt auf Terme, L = p(t1,...,tx), oder ein negiertes

Priadikatssymbol angewandt auf Terme, L = —p(ty, ..., tk).

Berechnen Sie zur folgenden Formel Schritt fiir Schritt eine erfiillbarkeitsaquivalente
Formel in Klauselform.

Vady: (p(z) Ar(y)) — = ((p(z) A q(2)) v (a(y) A 7r(2)))

Aufgabe 8.2 (Nichtstandardmodelle — 124549 = 26 Pkt)

In der Vorlesung haben Sie gesehen, wie man die Existenz eines Nichstandardmodels fiir
die Arithmetik der natiirlichen Zahlen beweisen kann. In dieser Aufgaben konstruieren
wir analog ein Nichtstandardmodell fiir die Arithmetik der rationalen Zahlen.

Es sei S = (Fun, Pred) die Signatur mit Funktionssymbolen F' = {09, 19, + /2, %/2}
und Prédikatssymbolen P = {</}. Auferdem sei Q@ = (Q, ) die S-Struktur, in der
der Datenbereich aus den rationalen Zahlen besteht und die Symbole 0, 1, +, * und
< wie iiblich interpretiert sind, d.h. 02 = 0 e Q,12 = 1€ Q,d+%e = d+e € Q,
d+Ce=dxecQund d<%e=1gdw. d<ein Q.

Sei Tg die Menge aller abgeschlossenen Formeln iiber S, fiir die Q ein Modell ist:

To ={A€FOus(S5)| Q= A} .



a) Betrachten Sie die Formelmenge

ZzTQQ{(O<:U)/\((1+...+1)*x<1> | neN}

n Mal

wobei x eine freie Variable ist. Zeigen Sie, dass X erfiillbar ist.
Hinweis: Verwenden Sie den Kompaktheitssatz.
b) Zwei Strukturen M, M’ iiber der selben Signatur heifen elementar dquivalent, wenn

sie die gleichen abgeschlossenen Formeln wahr machen:

Fiir alle A € FOug(S) gilt: M = A gdw. M’ |= A.
Zeigen Sie, dass jede Struktur M, die ¥ aus Aufgabenteil a) erfiillt, elementar
aquivalent zu Q ist.

c) Zeigen Sie, dass es keine Belegung o : V' — Q gibt, so dass Q,0 = X gilt.

Hinweis: Aufgabenteil a) zeigt, dass ¥ ein Modell M hat, und mit Aufgabenteil b) sind
Q und M elementar dquivalent. Aufgabenteil c) zeigt im Wesentlichen, dass Q nicht
1somorph zu M ist. Daher nennen wir M Nichistandardmodel.



