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Aufgabe 2.1 (Semantik von Formeln — 2 + 2 + 3 + 3 = 10 Pkt)

a) Sei ¢ eine Bewertung mit ¢(p) = 1 und ¢(q) = ¢(r) = 0. Berechnen Sie

p(—(prq) —r)
schrittweise anhand der Definition der Auswertung von Bewertungen.
b) Beweisen oder widerlegen Sie, dass ¢ — (r — (p v q)) eine Tautologie ist.
c) Beweisen oder widerlegen Sie, dass ¢ — p =p — q.

d) Beweisen oder widerlegen Sie, dass —p v —q = —(p A q).

Aufgabe 2.2 (Beweisen in Fp — 3 + 3 + 3 + 3 + 3 = 15 Pkt)

In dieser Aufgabe diirfen Sie

Fr, A— (B — A) Ax1
5 (A (B 0)) = (A B) - (A 0)) Ax2
5 (=B ) > (A B) Ax3
Fr, m—A— A Bsp 2.11
Fr A— A Lem 0
Fro(A—>B)—> (B—-C)—(A—-0C)) Lem 1
+r, —B— (B— A) Lem 2
Fr A— ——A Lem 3
5 (A— B) - (—B — —A) Lem 4
5 A— (—-B — —(A — B)) Lem 5
Fr (A— B) - ((A— —B) - —A) Lem 6
Fr, (B—>A) - ((-B— A) - A) Lem 7

verwenden, sowie das Deduktionstheorem und die Inkonsistenzregel. Nicht jedoch den
Vollstandigkeitssatz.



Beweisen Sie:

Aufgabe 2.3 (Vollstdndige Junktorenmengen — 2 + 5 + 2 + 6 = 15 Pkt)

Fiir eine Menge M von Junktoren sei F'(M) die Menge der Formeln, in denen nur
Junktoren aus M vorkommen. Zum Beispiel ist die Menge aller aussagenlogischer Formeln
F({—, A, v,—,<}). Eine Menge M von Junktoren heift vollstindig, wenn es fiir jede
Formel A € F eine logisch dquivalente Formel B € F(M) gibt.

a) Wir wollen zeigen, dass die Menge F'(v, A) nur erfiillbare Formeln enthélt. Erkldren
Sie, warum es schwierig ist, direkt per Induktion zu zeigen, dass jede Formel in
F (v, n) erfiillbar ist.

b) Stattdessen miissen wir eine stiarkere Aussage per Induktion beweisen: Finden Sie
eine Belegung der Variablen 1, deren Bewertung alle Formeln in F'(v, A) erfiillt
und beweisen Sie diese Eigenschaft durch Induktion.

c) Zeigen Sie: {v, A} ist keine vollstdndige Operatorenmenge.

d) Sei A("NAND") ein Junktor, sodass fiir alle Formeln A, B und alle Bewertungen ¢
gilt:
p(ARB) =1 —min{p(A), p(B)}.
Zeigen Sie mittels struktureller Induktion, dass die Menge {A} eine vollstandige
Junktorenmenge ist.

Aufgabe 2.4 (Anwendung des Kompaktheitssatzes — 10 Pkt)
Ein (einfacher, unendlicher) Graph G = (V| E) ist vierfarbbar, falls es eine Farbung
c¢:V —{0,1,2,3} der Knoten gibt, sodass fiir alle Kanten (u,v) € E gilt: c¢(u) # c(v).

Ein endlicher Teilgraph G’ von G ist G = (V', E’), sodass V' € V mit |V’| < oo und
E'cV' xV'nE.

Zeigen Sie: Ein Graph ist vierfarbbar genau dann, wenn jeder endliche Teilgraph vierfarbbar
ist.
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