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Aufgabe 2.1 [Kompaktheitssatz]
Es sei X9 € ¥y € 3 € - -+ eine Folge von erfiillbaren Formelmengen. Zeigen Sie, dass

dann auch ¥ = ;5 %; erfiillbar ist. Gilt dies auch, wenn nicht vorausgesetzt wird, dass
Y © Xy fur alle i e N7

Aufgabe 2.2 [Logische Aquivalenz]

Zeigen Sie, dass die logische Aquivalenz eine Kongruenzrelation ist, dass also gilt:
Wenn A = A’ und B = B’, dann gilt auch —A = — A" und (A * B) = (A’ + B') fir
jeden bindren Junktor * aus der Menge {v, A, —}.

Aufgabe 2.3 [Vollstandige Junktorenmengen]

In der Vorlesung haben Sie ein Beispiel fiir einen Induktionsbeweis gesehen, bei
dem die Induktionsbehauptung verstiarkt werden muss, damit der Beweis per Induktion
gefiihrt werden kann. Wir sehen hier ein weiteres Beispiel fiir dieses Phénomen.

Fiir eine Menge M von Junktoren sei (M) die Menge der Formeln, in denen als Junk-
toren nur solche aus M vorkommen. Eine Menge M von Junktoren heifit vollstindig,
wenn es fir jede Formel A eine dquivalente Formel B € F(M) gibt.

Wir wollen zeigen, dass die Menge F({v, A}) nur erfiillbare Formeln enthalt. Wir méch-
ten daher mit Hilfe von Induktion zeigen, dass jede Formel in F({v, A}) erfullbar ist.

a) Eine denkbare Strategie wére nun direkt per Induktion zu zeigen, dass jede Formel
in F({v, A}) erfillbar ist. Erkléren Sie, warum das nicht gelingen wird.

b) Geben Sie eine stirkere Aussage an, die Sie per Induktion beweisen kénnen. , Star-
ker“ bedeutet hier, dass aus dieser Aussage die Erfiillbarkeit aller Formeln in
F({v, a}) folgt. Hinweis: Die Formeln in F({v, A}) sind alle mit einer ganz be-
stimmten Belegung erfiillbar.

c¢) Schlieflen Sie aus der bewiesenen Aussage, dass {v, A} keine vollstandige Opera-
torenmenge ist.

d) Nehmen Sie an, wir hédtten den Junktor A (,NAND®), so dass fiir Formeln A, B und
Belegungen ¢ gilt: o(AAB) = 1—min{p(A), ¢(B)}. Zeigen Sie mittels struktureller
Induktion, dass die Menge {A} eine vollstandige Junktorenmenge ist.
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