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Aufgabe 1 [§ PUNKTE]

(a) [2 PUNKTE] Welche der beiden folgenden gegebenen Gleichungen beschreibt eine ellipti-
sche Kurve iiber den rationalen Zahlen @ 7 Begriinden Sie ihre Antwort!

y? =23 — 43z + 166 yP=a3—3x+2

(b) [2 PUNKTE] Gegeben ist der Punkt P; = (3,8), der auf einer der beiden Kurven aus (a)
liegt. Bestimmen Sie einen weiteren Punkt P, der Kurve als Schnittpunkt der Tangente
in P; mit der Kurve.

(¢) [2 PUNKTE| Bestimmen Sie die Summen P; + P, und P, — P, in E(Q).

(d) [2 PUNKTE] Beweisen Sie, dass ein Polynom z3+az+b keine mehrfache Nullstelle besitzt,
falls die Diskriminante A = 4a® + 27b% # 0 ist.

Lésungsvorschlag:

(a) Nachzupriifen ist, ob der Wert der Diskriminante von 0 verschieden ist:
Ag = 4(—43) +27(166)% = 425984 #0 und A; = 4(—3%) +27(2%) =0
Damit beschreibt die erste Gleichung eine elliptische Kurve, die zweite hingegen nicht.

1 = (3, erfilllt die erste Gleichung. Wegen 1y, = 1st die Kurvengleichung nac
b) P, 3,8 fiillt di Gleich W 8 # 0 ist die K leich h
x zu differenzieren:
2yy’ = 3z% — 43

Einsetzen von P; liefert
16y’ =27 —43=—16 also ¥y = —1
Mit dieser Steigung ergibt sich die Tangente im Punkt P; zu
y=—c+11
Einsetzen in die Kurvengleichung liefert
0=a 432 +166 — (—2 + 11)* = 2® — 2% — 212 + 45 = (z — 3)*(z + 5)

woraus man den Schnittpunkt der Tangente in P; mit der Kurve als P, = (-5, 16)
bestimmt.

(¢) Fiir die beiden Punkte P; und P, der Tangentenmethode gilt in E(K)

P+P +P,=0 bzw. P1+P2:—P1:(3,—8)



Um P — P, = (3,8) 4+ (—5,—16) zu bestimmen, verwenden wir die Sekantenmethode:
wegen x1 # w2 erhalten wir die Sekantengleichung

8416

5)—16=3z—1
3+5(:v+) T

Einsetzen in die Kurvengleichung liefert
0=2®—43x +166 — 3z — 1)* = 2® — 922 — 372 4+ 165 = (z — 3)(z + 5)(z — 11)

Damit haben wir als Schnittpunkt der Sekante mit der Kurve den Punkt Ps; = (11,32)
gefunden, woraus P, — P, = —P5 = (11, —32) folgt.

(d) Wir argumentieren indirekt: Aus

2

(x —u)*(z —v) = 2% — Qu+v)z? + (u? + 2uw)r —v’v = 2> + ax 4+ b

folgt unmittelbar

2

v=—-2u , a=-3u? und b=2u}

Dann erhiilt man die Diskriminante A = 4a® + 27b% = —108u® + 108u® = 0. Ist dagegen
die Diskriminante von 0 verschieden, kann die Kurve keine doppelte Nullstelle haben.

Aufgabe 2 [10 PUNKTE]

Betrachten Sie den Ring G der ganzen Gaufy’schen Zahlen.

(a) [4 PUNKTE] Berechnen Sie ggT (18 —4¢,3 4 157) .

(b) [6 PUNKTE] Analog zu Z, als Menge der Restklassen modulo einer natiirlichen Zahl n
lésst sich die Menge G, der Restklassen modulo einer ganzen Gauf’schen Zahl ¢ = a+bi
definieren.

Beweisen Sie: Falls |ggT(z + yi,c¢)| = 1 dann existiert ein Inverses von x + yi modulo
c.

Berechnen Sie das Inverse von 2 4+ 5i modulo 5 + 57 .

Lésungsvorschlag:

(a) Statt a4+ ib schreiben wir (a,b) .
Algorithmus 13.1 liefert

go = (18, —4)

g1 = (3,15)

g2 = (18, —4) — (3,15)(0, —1) = (3, —1)
g3 = (3,15) — (3,—1)(—1,5) = (1,-1)
gs=(3,—1) —(1,-1)(2,1) =0

Folglich gilt ggT((18,—4),(3,15)) = (1,-1).

Wir kénnen das Verfahren aber auch in derselbem Schema aufschreiben, das uns vom
Euklidischen Algorithmus her bekannt ist:

(18,—4) = (0,-1) - (3,15) + (3,-1)
(3,15) = (-1,5) - (3,-1) + (1,-1)
<3’71> = <271> : <1a71> + <030>



(b) Voriiberlegung: Fiir ¢ = (a,b) € G erhilt man eine kanonische Menge K. von Re-
priasentanten fiir G., indem man das von (|a|,—|b|]) und i - (|a|,—|b]) = (|b],]a]) auf-
gespannte Quadrat betrachtet, wobei die Randpunkte zwischen (|a|,—|b]) bzw. (|b], |al|)
und der Summe dieser Punkte einschliefllich zu entfernen sind. Ganz G &t sich mit
Parallelverschiebungen dieses Quadrats iiberdecken (“pflastern”).

Die Abbildung G —mod{a,b) _ K hildet nun Elemente von G auf die entsprechenden
Punkte in K. gemifl dieser Pflasterung ab. Man beachte, dass fiir vier sich nur um
+1 bzw. 47 unterscheidende Punkte dasselbe K verwendet wird, damit die Einheiten
(0,0) sowie (1,0) bzgl. Addition und Multiplikation in G in der Reprisentantenmenge
K enthalten sind (andernfalls hiitte man ungewéhnliche multiplikative Einheiten in der
Reprisentantenmenge).

In jedem Hauptidealring, d.h., in jedem kommutativen nullteilerfreien Ring, in dem Jedes
Ideal ein Hauptideal ist, 148t sich der ggT immer als Linearkombination der Argumente
darstellen (Lemma von Bezout).

Ist der Ring sogar Fuklidisch, d.h., 148t sich eine Division mit Rest definieren, so kann
man diese zur Bestimmung des ggT verwenden, mittels des Fuklidischen Algorithmus.
Gemif Algorithmus 13.1 erhalten wir g := ggT({z,y), (a,b)) als Linearkombination der
Gaufi’schen Zahlen (z,y) und (a,b), etwa

g9 = (u,v){x,y) + (e, d)(a,b)

mit (u,v),(e,d) € G. Wegen |g] = 1 a8t sich also auch 1 als Linearkombination
derselben Gauf3’schen Zahlen darstellen:

.0}, (e, d)

g

1= T,y) +

(a,b)

Modulo (a,b) stimmen also 1 und %%U)Cr,y) iiberein, woraus wir (x,y)~! mod (a, b) =

() schliefen.

Um (2,5) modulo (5,5) zu invertieren, verwenden wir erneut Algorithmus 3.3:

(5,5) = (1,—1) - (2,5) + (=2,2) 0,0) = (1,-1) - (0,-1) + (1,1)
(2,5) = (1,-2) - (=2,2) + (0,—1) 0,-1) = (1,-2) - (1,1) + (=3,0)
(—2,2) = (2,2) - (0,—1) + (0,0)

Der resultierende Wert (—3,0) ist nur bis auf eine Einheit ( 1 oder =+i) als Faktor das
gesuchte Inverse. Der notige Faktor ergibt sich wegen

(2,5)(=3,0) mod (5,5) = (—6,—15) mod (5,5) = (9,0) = (—1,0) mod (5, 5)
zu —1, denn das liefert
(2,5)(3,0) mod (5,5) = (6,15) mod (5,5) = (1,0)

Achtung: Die Gleichung (—6,—15) mod (5,5) = (—1,0) mod (5,5) darf nicht so interpre-
tiert werden, dass komponentenweise modulo 5 zu rechnen ist, wie man an der Tatsache
(—6,—15) mod (5,5) = (9,0) sieht. Bei Moduli, deren Absolutbetriige von Real- und
Imaginérteil nicht {ibereinstimmen, konnte ein derartiger Verdacht gar nicht aufkommen.



